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Machen Sie die folgenden Angaben in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Unterschrift:

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabeblitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zuléissig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie dokumentenechte Schreibgerate (keine Bleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Biichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuléssig.

Kennzeichnen Sie bei Ankreuzfragen eindeutig, welche Késtchen Sie kreuzen. Streichen
Sie Passagen, die nicht gewertet werden sollen, deutlich durch. Unleserliche Antworten
werden nicht gewertet.

Al A2 A3 A4 A5 Summe

Erreichbare Punkte: 21 21 20 25 13 100

Erreichte Punkte:

Viel Erfolg!
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Aufgabe Al: P-NP und Polynomialzeitreduktionen (21 Punkte)

a) (12 Punkte) Seien A, B, C Ja/Nein-Probleme und n die Eingabegréfie. Nehmen
Sie an, es gibt

e eine Reduktion von B nach A in Zeit O(n?),

e eine Reduktion von A nach SAT in Zeit O(n?),

B’ <o b ::___? <ot e eine Reduktion von SAT nach A in Zeit O(n),
e cine Reduktion von A nach C in Zeit O(3%").
N.—: ~eagetie, (i) Kreuzen Sie in den folgenden Tabellen jeweils die zutreffenden Felder an:
= (je korrekter Zeile 1 Punkt, keine Minuspunkte)
Cist ... Ja | Nein | Keine Aussage moglich
oo NE >
... NP-schwer o
A ist ... Ja | Nein | Keine Aussage méglich
Am e ade R ...in NP X
LB ... NP-schwer | -~
Biiat .. Ja | Nein | Keine Aussage méglich
...in NP X
... NP-schwer had

(ii) Welche der obigen Probleme A, B, C und SAT wiren sicher in polynomieller
Zeit losbar, falls P = NP gelten sollte.

(iii) Nehmen Sie nun an, C kann fiir Eingaben der GréBe m in Zeit O(m?) gelost
werden. Welche engste obere Schranke kénnen Sie aus den gegebenen In-
formationen fiir die Worst-Case Laufzeit eines optimalen Algorithmus fiir A

schlieflen?
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b) (9 Punkte) Im Folgenden sind verschiedene Probleme mit verschiedenen Zertifika-
ten gegeben. Welche Zertifikate sind (gemeinsam mit einem geeigneten Zertifizie-
rer) geeignet, um zu zeigen, dass das gegebene Problem in NP ist? Kreuzen Sie
Zutreffendes an. Sie diirfen fiir diese Frage P#NP annehmen.

Es kann mehr als eine richtige Antwort geben.

(je Unteraufgabe: alles korrekt: 3 Punkte, ein Fehler: 1 Punkt, sonst / kein Kreuz:

0 Punkte)
i) Problem: Gegeben eine Menge U und eine Menge S = {51, Ss,...,S,} von
Teilmengen von U. Gibt es ein Set Cover von U mit < k Mengen? c We-C
Zertifikat:

—t Eimteerer-String—
\/ N Ein Set Cover mit < £ Mengen.
— ) Bine-Zahl-m;-so-dassm < tnd-eseim-Set-Cover-mit-m-Mengen. gibt. -
B Keines der Zertifikate ist-geeignet-—

ii) Problem: Gegeben sei ein Graph G mit gewichteten Kanten. Gibt es einen
Spanning Tree von G mit Gewicht < k? (g%

Zertifikat:
g Ein leerer String.
\/‘ ..%Ein Spanning Tree von G mit Gewicht < k. :
(] Alle-misetichen-Feil VO Kamer— WCb&  Eayuevniel Vo Bla n
"0 Keines der Zertifikate ist geeignet.
iii) Problem: Gegeben sei ein Graph G. Hat das grofte Independent Set von G
genau k Knoten?

(RN A N e \1-"\-‘:*.'{- 3

\,.;W,.Q‘__-;--r_! Ll PALE ST RO

4 e -
Zertifikat: P AR S T
-] Die Grofe 1 des grofiten Independent Sets: Rt ¥
- [J Ein Independent Set mit >k Knoten. -~
v 0 Ein Independent Set. mit. £ Knoten. . st (e gl

teea) et e
&Keines der Zertifikate ist geeignet. °\> it RS .

W=y .
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Aufgabe A2: Branch-and-Bound und Heuristische Verfahren (21 Punkte)

a) (7 Punkte) Branch-and-Bound wird zur Losung eines Minimierungsproblems ver-
wendet und erzeugt den unten abgebildeten Suchbaum. Jeder Knoten entspricht
einer Teilinstanz mit einer lokalen unteren Schranke L’ und einer lokalen oberen

Schranke U'.

—— L
\ \ A 1
. . : L'=120
U'= 60
/ U= g &)
2 7
Er=22 Li=20
U'=60 U'=60
o \gpacts R | / \ / \
P\ 3 4 8 9
L'=725 L!=122 L'=132 Lii=135
| — Q) U =50 U'=34 i=32 =37
s A = -
: N — :
EX skl / >\ U =24 W =32 RN
fhpes 5 g PhEs Ll ;
L'=35 L'=27 = A
U'=45 =39 :
Lt 2 U=y y e

Geben Sie die Menge S der Nummern jener Teilinstanzen (reprasentiert durch
Blattknoten) an, die nicht mehr weiter aufgespalten werden miissen.

%) 5,3

-

Was ist die globale obere Schranke UU?

U:| &2

b) (2 Punkte) Was ist die Idee / das Prinzip der Lokalen Suche?

A= : ] A AL O i, TR v e ) S
Yerse[aacen  @hrts | I A SN T & PR SV Lesion g ¥ D¢
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c¢) (2 Punkte) Nennen Sie einen Unterschied zwischen Heuristischen Verfahren und
Approximationsalgorithmen, den Sie aus der Vorlesung kennen.
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d) (7 Punkte) Auf dem folgenden Graphen wird eine obere und eine untere Schranke

AAvre

fiir die Gréfe eines kleinsten Vertex Covers berechnet.

(i) Wenden Sie die Greedy-Heuristik, die jeweils einen Knoten mit héchstem
Grad wahlt, an und geben Sie die dabei ausgewshlte Menge an Knoten an.

Ausgewdhlte Knoten: | =, = ¢, = , &

(ii) Berechnen Sie ein nicht erweiterbares Matching und zeichnen Sie das Mat-
ching im Graphen ein. s .

(iii) Fiir die GréBe eines kleinsten Vertex Covers ist das eben berechnete nicht
erweiterbare Matching . .. \

Sl R

E/. .. eine obere Schranke. 11
SR 3

» [ ...eine untere Schranke,
(korrekt: 1 Punkte, inkorrekt: -1 Punkt, nicht beantwortet: ( Punkte)

Clhd
|

e) (3 Punkte) In welchen Fillen kann die Branch-and-Bound Suche fiir eine Teilin-
stanz bei einem Maximi_ergngsprql?_l_gm abbrechen? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

_ (alles korrekt: 3 Punkte, ein Fehler: 1 Punkt, sonst / kein Kreuz: 0 Punkte)
[ Globale untere Schranke ist grofer als lokale obere Schranke.
[] Lokale untere Schranke ist gréBer als globale untere Schranke: “T b
[J Lokale obere Schranke entspricht lokaler unterer Schranke.

[J Lokale untere Schranke ist kleiner als globale untere Schranke.



Aufgabe A3: NP-Vollstindigkeit Spezialfille (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Gewichtetes Vertez Cover auf Biumen kann, analog zu gewichtetem
Independent Set auf Baumen, mittels dynamischer Programmierung gel6st werden.

Kreuzen Sie im nachfolgenden Pseudocode jene Codezeilen an, die ausgefiihrt wer-
den miissen, um eine funktionierende Implementierung von folgendem Algorith-
mus fiir gewichtetes Vertex Cover auf Baumen zu erhalten: der Algorithmus erhalt
einen Baum 7' = (V| E), bei dem jedem Knoten v € V ein positives Gewicht w,
zugewiesen ist und berechnet das minimale Gewicht eines Vertex Covers fiir 7.

Je Block (grau hinterlegte Box) ist genau eine Auswahl korrekt.

(7e Block: korrekt: 3 Punkte, falsch / mehrere Kreuze: -1 Punkt, kein Kreuz 0 Punk-
te. Zumindest 0 Punkte fiir diese Unteraufgabe)

Min-Weight-Vertex-Cover-In-A-Tree(T):
Waihle eine Wurzel r aus
foreach Knoten u von T do
Aout ¢ 00; Ajp + 00

" O foreach Knoten u von T in Postorder do
[J foreach Knoten u von T in Preorder do
[J foreach Knoten u von T in Inorder do

if u ist ein Blatt then

0 {Am[u] «~0

Aout. [’H«] — Wy

Aip [U’] b EvGNachfolger(u) Ain [U]
Aout[u]  wy + ZueNach.folger[u) min{Ain[v], Aout[v]}

Aun[u] 4= Wy + 3 eNachtolger(u) T Ain[v], Aou[v]}
A‘mt [u] 3 ZUENa.ch.folger(u) Ain[v]

O Ain [u] Wy + EvENachfo]ger(u} max{Am [U]? Aout [U]}
Aout [ﬂ] e EﬂENa.chfo]ger(u) Ain [‘U]

[J return min{Au[r], Aow[r]}
_D return A, [r] + Aous[r]
[ return max{Ai[r], Aout[7]}
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b) (8 Punkte) Nehmen Sie an, dass gewichtetes Vertex Cover auf Baumen in quadra-
tischer Zeit gelést werden kann.

Kreuzen Sie an, ob die folgenden (voneinander unabhéingigen) Aussagen wahr oder
falsch sind.

(je Unteraufgabe: korrekt: 2 Punkte, falsch: -2 Punkte, kein Kreuz: 0 Punkte. Zu-
mindest 0 Punkte fir diese Unteraufgabe)

(i) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover auf Graphen in quadratischer
Zeit gelost werden kann.

J Wahr B4 Falsch

(ii) Daraus folgt, dass ungewichtetes Vertex Cover auf Baumen in quadratischer
Zeit gelost werden kann.

E Wahr [ Falsch

(iii) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover auf Pfaden in quadratischer Zeit
gelost werden kann. ——

AT Lo S 0 lﬁbcun.)"
K Wahr 1 Falseh ;

(iv) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover auf Bindrbiumen in quadrati-
scher Zeit gelost werden kann.

XN Wahr [ Falsch



Aufgabe A4: Dynamisches Programmieren (25 Punkte)

a) (9 Punkte) Betrachten Sie das aus der Vorlesung bekannte Rucksackproblem. Ge-
geben sei eine Instanz mit einer Kapazitit G = 5 und den folgenden fiinf Ge-
gensténden, die jeweils nur einmal vorhanden sind:

Gegenstand
AR O
Wert 1 SC S R : U
Gewicht | 2 1 1 3'2

Vervollstindigen Sie die untenstehende Tabelle, sodass der Eintrag in Zeile ¢ und
Spalte g gerade dem Wert OPT(i,g) entspricht, der sich mit den ersten i Ge-
genstdnden und einem Rucksack der Kapazitét g erreichen lasst.

Kapazitét
0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
. {4} 0 0 1
=
s {A, B} 0 3
5
%‘0 {A, B,C} 0
{A,B,C,D} |0

{A,B,C,D,E} | 0

Was ist der optimale Wert einer Losung fiir einen Rucksack mit Kapazitdt G = 37

Wert:

Angenommen der Gegenstand E ist nicht mehr verfiigbar. Welche Gegenstéinde
entsprechen nun einer optimalen Lésung bei Kapazitit G = 57

Gegenstande:
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b) (9 Punkte) Sei nun eine weitere Instanz des Rucksackproblems gegeben mit Ka-
pazitdt G = 6 und den folgenden sechs Gegensténden. '

Gegenstand
Al B A e R
Wert RS s e [T TN
Gewieht |12 10T 0w B0 nd 3

Die Wertetabelle M nach Ausfiihrung des Dynamischen Programms lautet wie

folgt:

Kapazitit
Y s R . 8 (B S o
0 0 [{0yjo|jojo|o]oO
< {A} puikB 2 20121201 2
g {A, B} 0 6 ST T
g {4, B,C} 0|5 |8|(8})10]|10]|10
& T ABCcD ol e e laliolnn
{A,B,C,D,E} | 0|5 |8 |8[10]|11]14
{A,B,C,D,E(F}| 0 | 5| 8|9 |14]17 |17

(i) Markieren Sie in der Tabelle all jene Felder, die der Algorithmus
Find-Solution(M) aus der Vorlesung bei der Berechnung der Loésungsmen-
ge S ausliest und verwendet.

(ii) Geben Sie die Menge der Gegenstidnde in der Losungsmenge S an.

8= { TS }

o - s —

s U e R AIER e S G SRR S B i \/



¢} (7 Punkte) Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, E) mwit {V{| = n Kaoten.
Die Kanten von G sind mit Kantengewichten c,,, € R fiir alle Kanten (v,w) € F
gewichtet, sodass es keine negative Kreise gibt.

(i) Ergénzen Sie Bellmans Rekursionsgleichungen fiir die Lange OPT'(¢,v) eines
kiirzesten v-t Pfades in G mit hochstens i Kanten, wobei v € V' ein beliebiger
Knoten ist und ¢ € V ein fester Zielknoten.

OPT(0,8)=
OPT(0,v) = firv#t
OPT(i,v) = fiir > 1

(i) Geben Sie den kleinsten Wert fiir die Kantenanzahl 7 an, sodass fiir jeden
Graphen @G, der die gegebenen Voraussetzungen erfiillt, Folgendes gilt:

OPT(i,v) = OPT(i + 1,v) fiir alle Knoten v € V.

Der kleinste Wert ist 7 =

(iii) Geben Sie fiir Ihre Wahl der kleinsten Kantenanzahl ¢ (aus Unterpunkt (ii))
Bme ¥urze Degrondung m 12 Savzen an.
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Aufgabe A5: Approximationsalgorithmen (13 Punkte)

a) (6 Punkte) Angenommen A ist ein e-Approximationsalgorithmus fiir ein Minimie-
rungsproblem (d.h. € > 1). Sei = eine Probleminstanz mit optimalem Lésungs-
wert Copr(z) und Cy(z) der Wert der von A berechneten Lisung. Welche der
folgenden Aussagen treffen in jedem Fall zu? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

WCOPT(:L") < Cy(x)
0O Ca(z) > Copr(z)
K Cu(z) < e Copr()
0 Cy < Sz

Sei B ein Approximationsalgorithmus fiir das gleiche Problem mit Giitegaran-

& tie €/2 und Cg(z) der von B berechnete Losungswert fiir die Instanz x. Welche
der folgenden Aussagen sind in jedem Fall korrekt? Kreuzen Sie Zutreffendes an.
[1-Lal®) 5 9
i = cg(i) 22 C o) B G
Ca(z) _ 1 sy e e T
Zy T T Cepx (>
AR &K s i : )
Ty & ABio, X Cp(z) < e Copr(z)
L L £ Cupr

iyl Sl L IXCA(ﬁ) + Cp(z) € 3¢/2- Copr(z)

(je Block: alles korrekt: 3 Punkte, ein Fehler: 1 Punkte, sonst / kein Kreuz: 0 Punk-
te) ]

b) (7 Punkte) Beim Gewichteten Independent Set Problem wird in einem Eingabegra-
phen nach einem Independent Set mit maximalem Gewicht gesucht (jedem Knoten
ist ein Gewicht zugeordnet, das Gewicht eines Independent Set ist die Summe der
Gewichte der darin enthaltenen Knoten). Zeigen Sie, dass ein Greedy-Algorithmus

- fiir Gewichtetes Independent Set, der wiederholt einen Knoten mit maximalem
Gewicht zu einem bestehenden Independent Set hinzufiigt, jede konstante Giite-
garantie € < 1 verletzt.

: o)
4 5 o e et | T e Ty ;
Greaddia  GuRTSOAASRE watkdk  ZoaSebagm  OFT wed OWN T

rDe'.“t_‘«r o, VS, l\ .I-J. = & I,
K
il 1

& : CA(@ A )
q ( e o g“ /l‘ \/
[ el o “

ro¥re A >
(3.4 © St = 2



CA et | & e
'1{ ,{
i .
B Cams f;; Capt Bl
F—TJ
o S o A
Weletrs  wistem WAt | L
Ca £ G Copx s s
2. = < 8 (@?ﬂr .
Kiviins =5
) ==
Ca < E cept
S o
CR § 2&cepr s
e —_..C@ I
Ca+Cp € B Covx +32 € Copx i

€A+ e § E € Copc
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Gruppe A

Machen Sie die folgenden Angaben in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Unterschrift:

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabeblétter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zulédssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie dokumentenechte Schreibgeréte (keine Bleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Biichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuléssig.

Kennzeichnen Sie bei Ankreuzfragen eindeutig, welche Késtchen Sie kreuzen. Streichen
Sie Passagen, die nicht gewertet werden sollen, deutlich durch. Unleserliche Antworten
werden nicht gewertet.

Al A2 A3 A4 A5 Summe

Erreichbare Punkte: 22 18 20 20 20 100

Erreichte Punkte:

Viel Erfolg!
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Aufgabe Al: Algorithmenanalyse

(22 Punkte)

a) (12 Punkte) Tragen Sie fiir die Codestiicke FunktionA und FunktionB die Laufzeit
und den Riickgabewert (z) in Abhéngigkeit von n, jeweils in ©-Notation in die

nachfolgende Tabelle ein.

FunktionA(n): FunktionB(n):
T+ n? 3 +0
z+1 z4+1
while z > 1 for i + 1 bis 3n
Ee 2 if 4 mod 3 = 0 then
z 4+ 3z Pl
return z j(»—%j—n
while 5 > 0
Z 4 nz
b e
return z
FunktionA FunktionB
Laufzeit O |e=zw ) | ©( w? )
Riickgabewert (z) | ©( w? Y[ Of & 0 )
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b) (4 Punkte) Seic = 3. Finden Sie das kleinste ny € N*, sodass fiir alle n > no gilt

1
al < en.

o Gen <

Kleinstes ng = 5

Was haben Sie somit gezeigt? Kreuzen Sie Zutreffendes an:

0124/ ist in Q(n)

2.,/ ist in O(n)
02 /22 ist in O(n)

[] keine der zuvor genannten Aussagen

3 A
\ ,__L ol '.3‘ A
2 Ca 2
G oA w1 A

c) (6 Punkte) Kreuzen Sie bei folgenden Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.
~ (korrektes Kreuz: +2 Punkte, inkorrektes Kreuz: -2 Punkte, kein Kreuz: 0 Punkte.
Minimum fiir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)
(i) Wenn f = O(g) und g = Q(h) gilt, dann gilt auch f = O(h).
[J Wahr E Falsch

(ii) Wenn die Worst-Case Laufzeit eines Algorithmus iiber alle Eingaben der Ein-
gabegroBe n in O(n?) liegt, so kann seine asymptotische Laufzeit nicht in
Q(n?) liegen.

[0 Wahr [ Falsch

(iii) Wenn die Worst-Case Laufzeit eines Algorithmus iiber alle Eingaben der Ein-
gabegréfie n in Q(n?) hegt so kann seine asymptotische Laufzeit nicht in
Q(n?) liegen.

[J Wahr Falsch
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Aufgabe A2: Graphen (18 Punkte)

a) (5 Punkte) Gegeben ist der nachfolgende Graph H = (Vy, Eg) mit 12 Knoten.
Verwenden Sie die aus der Vorlesung bekannten Definitionen und kreuzen Sie Zu-
treffendes in der untenstehenden Tabelle an, Betrachten Sie fiir jede Zeile der
Tabelle den gerichteten Teilgraphen G = (V, Eg) von H mit der in der Tabelle
gegebenen Knotenmenge Vi und Eg = {(a,b) | a,b € Vg, (a,b) € Ex}")\

(korrekte Zeile: +1 Punkt, inkorrekte Zeile: -1 Punkt, keine Antwort (Zeile ohne
Kreuz): 0 Punkte. Minimum fir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)

O @

(k)

01’0 Ve
T e

o o {aa €, f}

{¢, d, g, h, k, I}

{9, k, 1}
{3}

O ¥ O [O| G ist schwache Zusammenhangskomp. von H

[ O ® O| G ist stark zusammenhéngend
X R (0 O O] G ist starke Zusammenhangskomp. von H

/

[0 O O [ K| keine der zuvor genannten Aussagen trifft zu

Q| m B [O| G ist schwach zusammenhéngend

=X
™

- b) (10 Punkte) Wenden Sie den aus der Vorlesung bekannten Algorithmus von Dijkstra
i der Implementierung mit einer Liste, zum Finden eines kiirzesten Pfades von
s nach u auf dem gegebenen Graphen an. Dokumentieren Sie fiir jeden Schritt,
bei dem sich die Menge Discovered éndert (diese enthilt die bereits untersuchten
Knoten), fiir jeden Knoten d(-) und die Mengen Discovered und L. Extrahieren Sie

anschlieBend aus dem Ablauf einen kiirzesten Pfad, sowie seine Lénge.
13




. Discovered = {
L=

. Discovered = {
L={

. Discovered = {

L{

. Discovered = {

L=

. Discovered = {
Lt

. Discovered = {
L {

. Discovered = {
L i=d

. Discovered = {
JEh

Knoten vy | va | w3 | V4 | Us
d(-)
Knoten vy | v | w3 | va | Us
d(-)
Knoten v | v | vz | vg4 | Us
d(-)
Knoten vy | v | vs | vg | Us
d(-)
Knoten vy | vg | w3 | va | s
d(-)
Knoten | vi | vo | va | va | vs
d()
Knoten v | ve | v3 | vy | vs
d(-)
Knoten v1 | v | v | va | vs
d(-)

Pfad:

Gewicht:

c) (3 Punkte) Zeichnen Sie einen Min-Heap zur Menge {12,9,2,45,5}.




Aufgabe A3: Greedy (20 Punkte)
Im Folgenden sind einige Fragen zu dem Themenbereich Greedy-Algorithmen gegeben.
Beantworten Sie jeweils die gestellte Ja/Nein-Frage. Fiir jede Antwort ist zusétzlich eine
(informelle) Begriindung bzw. ein konkretes Gegenbeispiel notwendig.

a) Gegeben ist eine Wihrung deren Miinzen eine Stiickelung von 1, 3, 6 und 13 haben.
Liefert der Greedy-Algorithmus zum Geldwechseln aus der Vorlesung bei dieser
Stiickelung immer ein optimales Ergebnis?

[(J Ja [ Nein
Begriindung/Gegenbeispiel:

b) Sei G ein gewichter Graph, bei dem alle Kanten unterschiedliche Gewichte haben.
Wenn Sie den Algorithmus von Kruskal und den Algorithmus von Prim verwenden
um einen Minimum Spanning Tree (MST) von G zu berechnen, finden dann beide
Algorithmen immer denselben MST? '

O Ja 0O Nein
Begriindung/Gegenbeispiel:



c) Sei T ein Spannbaum in einem gewichteten Graphen G. Wir nennen die Kanten
in T mit dem hochsten Gewicht die Bottleneck-Kanten von T'. Wir sagen T ist ein
Minimum Bottleneck Spanning Tree (MBST) falls es keinen Spanning Tree von
gibt, dessen Bottleneck-Kanten ein geringeres Gewicht als die Bottleneck-Kanten
von T haben. Ist jeder MBST auch ein minimaler Spannbaum?

[JJa [ Nein
Begriindung/Gegenbeispiel:

d) Sei G ein Graph, bei dem jedem Knoten v eine reele Zahl w(v) als Gewicht zu-
geordnet ist. Fiir eine Menge von Knoten S schreiben wir w(S) fiir die Summe
Yuesw(v) der Gewichte der Knoten in S. Eine tiberdeckende Knotenmenge von G
ist eine Menge S von Knoten, so dass jede Kante von (G zu einem Knoten in S in-
zident ist. Eine {iberdeckende Knotenmenge S heifit minimal, wenn fiir jede andere
iberdeckende Knotenmenge S* stets w(S) < w(S*) gilt. Gegeben ist der folgende
Greedy-Algorithmus:

Greedy(n):

Input: Graph G = (V, E) mit gewichteten Knoten

S« 0

S B @

while Sg # E
Waihle einen Knoten v € V' \ S mit minimalem Gewicht.
Fiige v zu S hinzu.
Fiige alle Kanten die indizent zu v sind zu Sg hinzu.

Findet dieser Algorithmus immer eine minimale {iberdeckende Knotenmenge?

0 Ja [ Nein
Begriindung/Gegenbeispiel:
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Aufgabe A4: Hashing und Béume (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Im Folgenden geht es um die Best-Case- und Worst-Case-Laufzeiten
unterschiedlicher Operationen fiir Hashing mit Verkettung von Uberléufern, offenes
Hashing und bei bindren Suchbdumen in Abhéngigkeit der n bereits eingefiigten
Elemente.

(korrekte Zeile: +1 Punkt, inkorrekte Zeile: -1 Punkt, leere bzw. unvollstindige
Zeile: 0 Punkte. Minimum fiir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)

(i) AVL-Béume

Operation Best-Case Worst-Case

Erfolgreiches Einfiigen | ©( ®%2 % )| ©( (sq p» )

Erfolgreiches Suchen | ©( A )| 8( \legewm ) ~
Erfolgloses Suchen O \eaan ) |O( teaqpu )

(i1) Offenes Hashing mit linearem Sondieren

Operation Best-Case Worst-Case
Erfolgreiches Einfiigen | 6( 4 | Y 16f v )
Erfolgreiches Suchen | ©( 4! ) | ©( " )
— | Erfolgloses Suchen O( A ) O( L-\ )
(iii) Hashing mit Verkettung der Uberldufer N au oral ey
Operation ‘Best-Case Worst-Case | 7 o Sl
Erfolgreiches Einfiigen | ©( 4 Yopodg - ) ; Vi ﬁ?ﬁ;l
Erfolgreiches Suchen | ©( 1 ) | 6( n ) icele
Erfolgloses Suchen O( 1 ) | O( w ) M)
(iv) Bindre Suchbédume ohne Héhenbalancierung %
Operation Best-Case Worst-Case h\\‘
L Erfolgreiches Einfiigen | ©( A )| ©( A )
ol Erfolgreiches Suchen [©( A ) | ©( “w )
gt ik Erfolgloses Suchen o( A Jiped L )

e
\o\o\\: .

o



Au%\&m Ay WD

doller uhu—agu:\&bw r&k‘h@»Qa\&\g h&“qqﬁ;q@k i [ ALy . S ) A3 LS A, A= \ 42]

wz= 9
Ve‘r\;e\\\hﬂx Qe Wredaulas ol WK = & e c1

. g koW B
N ESR

/@l Avlolnl o« \lmu:)(sz;m—r %« -Q_S'%a\ndﬁa}@)f\ Saciae

¥ Blomenie i Takealle B

| ’ i A =
A6 ¢ A Gl A

4\.1\ &4\.1'|4|.4k A > 2 =9



w<T K]
\,\d(k\ = & wwma) w = Fﬁ‘\;;:a.\,\d,_q = L\q‘\f\.i\f\% Y
\49 (&)~ 44 (% woas &) WC Y, = (\uk\l\-k'\*hzu"\\ PSS IRV

W(oA6) = 3
AR K A & 4% 4S7] wW(e,ey = %
Wi(o,1%) = & —= lpeseh w4, M) =
W (o &N = ¢ 0+ AxT A= 22
\ (D,. A\ = 4
\(D\J\"?}‘\ = l*
W (0,48) « & — Lesend WA AS) = £ 6=

0 A 2 = oy = (% -;_.

| 46 4 M w0 & 46 .“. / -

/

L
e s e
> w K& IR S GRS \ (2,45) =
QS ALLonN e W‘MM %\ g k% é . .
+ p' - —
. 1 +4+A4 + 4 = k (2,19) =
s CA4AYZL > ¢
= “Ex(bmm 4% = 4 =6
I
s oA
3



QEP 2920

b) (8 Punkte) Gegeben sind folgende natiirliche Zahlen:

[16,8,17,6,1,13,15]

Fiigen Sie diese in der vorgegebenen Reihenfolge jeweils in folgende Varianten
von anfangs leeren Hashtabellen der GroBe m = 9 ein. Berechnen Sie dann die
durchschnittliche Anzahl von Schliisselvergleichen bei einer erfolgreichen Suche ei-

nes Elements, wobei jedes dieser Elemente mit gleicher Wahrscheinlichkeit gesucht

wird.-Fiir das Sondieren gilt s = 0,1,...,m — 1.

(je korrekt befiillter Hashtabelle: 2 Punkte, je korr. Anzahl Vergleiche: 2 Punkte )

(i) Verkettung der Uberliufer mit h(k) = k mod m.

Durchschnittliche Anzahl von Vergleichen bei erfolgreicher Suche: T = v/ p=

Hashtabelle:
0 2 4 5 6 7 8
1% 4524 14 %
T

15 swd o AU Dalmna
98« Lizke avgslaaab-

(ii) Double-Hashing mit h(k) = (hy(k)+iha(k)) mod m, hi(k) = k mod m und hy(k) =

1 + (k mod 5).

Durchschnittliche Anzahl von Vergleichen bei erfolgreicher Suche: 7' =| A P o i

Hashtabelle:

0

AS

12

%
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Aufgabe A5: Sortieralgorithmen (20 Punkte)

: a) (4 Punkte) Kénnen die folgenden Arrays als Run in einem Ablauf eines Timsort
(L_ | Algorithmus mit Min_Run = 6 vorkommen? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

N Lo , Ja Nein

V askpene 02222292 B O |

K beae (047681514 O F € Ak B3 cig.,

X owverad 7766554 O X

il — ¢ ocelgprexae=d) 6 9 11, Es_,_lg] O v

=\anim vl —
=

L Wl b

)

(korrektes Kreuz: +1 Punkt, inkorrektes Kreuz: -1 Punkt, kein Kreuz: 0 Punkte.
Minimum fiir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)

b) (16 Punkte) Dual Pivot Quicksort ist eine Variante von Quicksort, die in der
Praxis effizienter ist als ein normaler Quicksort. Dual Pivot Quicksort funktioniert
im Wesentlichen wie Quicksort, mit den folgenden Anderungen:

Bei Dual Pivot Quicksort werden zwei Elemente als Pivot gewihlt. Wir nennen das
lett @ueh \¥  kleinere Pivot Element linkes Pivot (LP) und das groBere Pivot Element rechtes
tal et € Pivot (RP). Das Array wird dann in drei Teile partitioniert: Die Elemente die

SN kleiner sind als LP, die Elemente die gréfler oder gleich LP aber kleiner oder
gleich RP sind, und die Elemente die gréBer als RP sind. Danach wird Dual Pivot

Quicksort rekursiv auf jede der drei Partitionen aufgerufen.

Kreuzen Sie im Pseudocode auf der nédchsten Seite die Codezeilen an, die aus-
gefiihrt werden miissen, um eine funktionierende Implementierung von Dual Pivot
Quicksort zu erhalten. Je Block (grau hinterlegte Box) ist genau eine Auswahl
korrekt.

(richtiges Kreuz +4 Punkte, falsches Kreuz/mehrere Kreuze im Block -4 Punkte,
kein Kreuz 0 Punkte. Minimum fiir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)

’?Q(\,;‘.‘\Wuﬁr"‘.\_:.

S - —— N S—

<P LPS e S0P ks
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DualPivotQuicksort(A,left,right):

// Array

A, wird von Element left bis Element right sortiert

if right — left > 1 then

ACLD <@

ALk 1>

‘\D'\\Jo X

O A

left L |\ e
%l

N e i

alle Liecte | clle LRshe

< ® |

g
W Ve ng:'- 5

; ,t--»l_ U\z\(zl l'\?T!.}"

R ‘| o VW i

a4 uerd Kﬁ call

// Erstes (=left) und letztes (=right) Element als Pivot
p + min{A[left], A[right]}
q + max{Alleft], A[right]}
[+ left+1
g+ right — 1
k1 // k ist die Laufvariable der Partitionmierung
_,Ewhile k<g
(] while I < g
[J while k < ¢
| if A[k] < p then
Tausche A[k] und A[l]
[+1+1
- else if A[k] > q then '
'; while Alg] >qund k< g
| Prgeg-1 Sl
Ok« k+1 | ?)
Ol+1+1 ;
Tausche A[k] und A[g]
ge—g—1
if Alk] <p then
L Tausche A[k] und A[l]
_\.j\{ﬁp l = l + 1
F Og+g-1
| Bk k+1
| Oiei+1

// p ist das’ kleinere Pivotelement
// 4 ist das groBere Pivotelement
// | begrenzt die linke Partition

// g begrenzt die rechte Partition

N -

| B .
g+—g+1 . T L\
Alleft] + A[l] \z
Alll] +p // p wird an die finale Position gesetzt
Alright] « Alg]
Alg] < q // q vird an.die finale Position gesetzt
(call DualPivotQuicksort(A, left + 1, I)
[J{ call DualPivotQuicksort(A4, I + 1, g)

| call DualPivotQuicksort(4, g + 1, right — 1)

(call
[J ¢ call

| call

DualPivotQuicksort(A, left, p — 1)
DualPivotQuicksort(A4, p+ 1, ¢ — 1)
DualPivotQuicksort(A, ¢ + 1, right)

JQ
Sy 0‘ %{vqﬂ \:Q\\M e

e
tude €et

aes  \ceiva

4

call DualPivotQuicksort(A, left, | — 1)
DualPivotQuicksort(A, I + 1, g — 1)

DualPivotQuicksort(A, g + 1, right)

: call
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‘Aufgabe Al: Hashing (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Fiigen Sie die folgenden Zahlen in die jeweiligen Hashtabellen ein,
indem Sie die angegebenen Hashfunktionen und Strategien fiir die Kollisionsbe-
handlung benutzen.

(i) Einzufiigende Zahl: 11
Kollisionsbehandlung: Quadratisches Sondieren mit ¢; = 0.5 und ¢; = 1.5

Hashfunktion: Hashtabelle:

K(k) = k mod 7 0]1/2|3|4]5]6
| 1 1T [32] J20

Ooodraltoiies  Sevdt omon

‘*“(‘t\i\ = (W OD &C,\;*CQ_'\?’B U A

" 1‘.. G ‘;\I :: ( L [ e i et A5

LM : TR S

(ii) Einzufiigende Zahl: 16
Kollisionsbehandlung: Double Hashing mit der Verbesserung nach Brent
Wird ein bereits vorhandenes Element verschoben, so muss die neue Position
dieses Elementes eindeutig gekennzeichnet werden.

Hashfunktionen: Hashtabelle:
Au(E) = b mod 7 0]1]2]3]4[5]6
hy(k) = (k mod 5) + 1 I las 18], 113

b) (2 Punkte) Gegeben ist eine Hashtabelle mit Hashfunktion h(k) = k mod 7. Als
Kollisionsbehandlung wird Lineares Sondieren verwendet.
0 |1] 2 |3]|4]5] 6
V3 P B ) s (U

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt eine zufillige (positive) Zahl an die Positi-
on 17
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c¢) (2 Punkte) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an:

[J Lineares Sondieren ist als Kollisionsstrategie ineffizient, da es zu priméren
Hiufungen kommen kann.

[J Bei offenen Hashverfahren wird Reorganisation eingesetzt, um den Belegungs-
faktor hinreichend klein zu halten.

[J Wird als Kollisionsbehandlung ,, Verkettung der Uberldufer” verwendet, so
wird das Loschen durch eine Markierung als ,, wieder frei“ realisiert.

[J Hashfunktionen sind im Allgemeinen bijektive Funktionen, die einen Schliissel
auf einen Hashwert abbilden und umgekehrt.

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt sind, 1 Punkt bei genau einem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

d) (2 Punkte) Gegeben ist eine Hashtabelle mit Double Hashing (ohne Verbesserung
nach Brent) als Kollisionsbehandlung. Als Hashfunktionen werden h;(k) = k mod
7 und hy(k) = 1+ (k mod 5) gewihlt.

D1l | 34 )56
4]8[15] J22]12]

Welche dieser Eingabefolgen fithren beim Einfiigen in eine anfangs leere Tabelle
zu diesem Ergebnis?

[J (12,22,8,15,4)
O (8,22,15,12,4)
O (15,22, 8,12,4)
0] (12,8,22,15,4)

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt sind, 1 Punkt bei genau einem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)



Aufgabe A2: Suchbdume . (10 Punkte)

a) (6 Punkte) Gegeben ist der folgende AVL-Baum Bj:

Es wird nun eine ganze Zahl z € {0,...,20}, die noch nicht in B; enthalten ist, in
B, eingefiigt. Danach wird B, rebalanciert und = wird wieder geléscht. Dadurch
entsteht der folgende AVL-Baum Bs:

Geben Sie alle moglichen Werte fiir = an, die zu By gefiihrt haben kénnten:

Mogliche Werte fiir z:

Nun wird eine ganze Zahl y € {0,...,20}, die noch nicht in B, enthalten ist, in
B, eingefiigt. Danach wird B; rebalanciert und y wird wieder gel6scht. Dadurch
entsteht der folgende AVL-Baum Bs:

Geben Sie alle moglichen Werte fiir y an, die zu B; gefiihrt haben konnten:

Mogliche Werte fiir y:




b) (4 Punkte) Bei einer In-Order-Traversierung eines binéiren Baumes ergibt sich
folgende Knotenliste:

1,5,7,2,8,3,1%
Bei einer Pre-Order-Traversierung des gleichen Baumes ergibt sich:
8. 5,12, 7. 3,11

Zeichnen Sie den zugrundeliegenden Baum und tragen Sie die entsprechenden Kno-
tenwerte ein.



Aufgabe A3: Reduktionen und NP (8 Punkte)

a) (4 Punkte) Seien A, B, C, D Ja/Nein-Probleme in NP und n die EingabegroBe.
Angenommen, es gibt

o cine Reduktion von A auf B mit Laufzeit O(n?),

e eine Reduktion von B auf C mit Laufzeit O(n?),

e sowie eine Reduktion von C auf D mit Laufzeit O(n? - log(n)).
Beantworten Sie dazu die folgenden (voneinander unabhéngigen) Fragen:

(i) Geben Sie die engste obere Schranke fiir die Laufzeit einer Reduktion von A
nach D in O-Notation an, die sich aus diesen Annahmen ableiten lisst.

(ii) Nehmen Sie an, C kann in Polynomialzeit gelést werden. Was folgt daraus
fir die Komplexitét der iibrigen Probleme (A, B, D)?

(iii) Nehmen Sie an, dass B NP-schwer ist. Was folgt daraus fiir die Komplexitt
der Probleme A, B, C, D?



b) (2 Punkte) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an:

[J Ein NP-vollsténdiges Problem ist genau dann in Polynomialzeit losbar, wenn
P=NP,

[J Jedes NP-schwere Problem ist NP-vollstdndig.

[J Wenn Problem A NP-schwer ist und Problem B in Polynomialzeit auf A
reduziert werden kann, dann ist Problem B ebenfalls NP-schwer.

[J Wenn SAT in Linearzeit gelost werden kann, sind alle NP-vollstdndigen Pro-
bleme in Polynomialzeit l6sbar.

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt sind, 1 Punkt bei genau einem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

c) (2 Punkte) Geben Sie den Namen von vier aus der Vorlesung bekannten NP-
vollstdndigen Problemen an.
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Aufgabe A4: Dynamische Programmierung (10 Punkte)

Wir definieren folgendes EXTENDED SHORTEST PATH Problem: Gegeben ist ein gerich-
teter Graph G = (V, F') mit einem positiven Kantengewicht c,, fiir jede Kante (u,v) € F
und zwei speziellen Knoten s und ¢. Die Kantenmenge E besteht aus roten Kanten F,
und schwarzen Kanten E,, d.h. E = E, U E, und E, N E, = (). Ein guter Pfad ist ein
Pfad, welcher maximal eine rote Kante benutzt. Aufgabe ist es, den kiirzesten guten
Pfad von s nach ¢ zu finden.

In dieser Aufgabe wird das Problem EXTENDED SHORTEST PATH mittels dynamischer
Programmierung durch eine Erweiterung des aus der Vorlesung bekannten Bellman-Ford
Algorithmus geldst.

Dabei werden die folgenden beiden Arrays dynamisch berechnet:

e NoRed, welches die Léngen der Pfade von allen Knoten = € V' zu ¢ beinhaltet, die
keine roten Kanten enthalten.

e Good, welches die Léngen der Pfade von allen Knoten x € V' zu t beinhaltet, mit
héchstens einer roten Kante.

a) (4 Punkte) Gegeben sei die folgende Probleminstanz. Die roten Kanten sind strich-
liert gezeichnet.

(i) Vervollstédndigen Sie die beiden Arrays NoRed und Good fiir diese Instanz.
Genau wie in der Vorlesung représentieren die Spalten 0-4 die Langen der
Pfade mit der entsprechenden Anzahl an Kanten.

[ NoRed [EDRINIS|EDRINS ia Good [0 [ 1 [ 2] 3] 4
i 3 (N0 1t e S B N S t 010 |0 0|0
a oo |00 | R % % a oo | |dQ | & Y
b ool Bul Sl b ool 3| % B[
\f C 00|00 ||| =2 c ol 3|22
8 00 | 00 |==|A0]4p s a0 2] €&

(ii) Welche Lénge hat der kiirzeste gute Pfad von s nach ¢ in dieser Instanz? Wie
kommen Sie auf Basis der Arrays zum Ergebnis?

\) DR (4 .;n.:—f\ < N“b Res
O Caeoc

‘ \___i.‘.f-o‘ f.’"‘"
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b) (6 Punkte) Nun ist ein Algorithmus fiir das Problem EXTENDED SHORTEST PATH
zu finden. Kreuzen Sie je grau markiertem Block eine Zeile an, sodass die Arrays
richtig berechnet werden und das Problem korrekt gelost wird.

(richtiges Kreuz +2 Punkte; falsches Kreuz/mehrere Kreuze im Block -2 Punkte;
kein Kreuz 0 Punkte; negative Summe wird auf 0 gesetzt)

Ext-Short-Path((,s,t):
foreach node v € V
NoRed [0,7v] + oo
NoRed [0,t] + O
= for i+ 1bisn—1
# St Be foreach Knoten v € V

NoRed[7,v] < NoRed[: —1,v]

=) foreach schwarze Kante (v,w) € E, ~
o Red [] foreach Kante (v,w) € E \
[0 foreach rote Kante (v,w) € E, '5

NoRed[i,v] ¢+ min{NoRed[:,v], c\jw + NoRed[i — 1,w]}
foreach node v € V
Good [0,v] ¢ co
Good[0,t] + 0
"for i+ 1 bis n—1
foreach Knoten v € V
Good[z,v] + Good[i—1,v]
foreach schwarze Kante (v,w) € E,

(some [ Good[i,v] « min{Good[i,v], Cypw + NoRed[i —1,w]}

F Good[i,v] « min{Good[i,v], Cpw + Good[i — 1,w]l}
[J Good[i,v] + min{Good[i,v], NoRed[i,w]}

foreach rote Kante (v,w) € E,

O Good[i,v] + cpw + NoRed[i — 1,w]
M Good[i,v] + min{Good[i,v], cww + NoRed[i— 1,wl}
[J Good[i,v] ¢ min{Good[:,v], cp + Good[i—1,wl}

return Good[n — 1, s]



Aufgabe A5: Approximation und Branch-and-Bound (12 Punkte)

a) (4 Punkte) Betrachten Sie den 2-Approximationsalgorithmus fiir das Problem
Kleinstes Verter Cover aus der Vorlesung. Das Ergebnis des Algorithmus hingt
von der Reihenfolge ab, in der die Kanten betrachtet werden. '

€17

Geben Sie fiir den abgebildeten Graphen eine giiltige Kantenreihenfolge an, so dass
die Losung optimal ist.
£ A = Cerv

Geben Sie aulerdem eine Kantenreihenfolge an, so dass die Lisung doppelt so viele
Knoten enthélt wie ein kleinstes Vertex Cover.

Ree 2 - 2e19

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die folgende Instanz des Rucksackproblems. Die Ge-

wichte und Werte der Gegenstéinde sind in der Tabelle angegeben. Die Kapazitit
des Rucksacks betrigt G = 10.

| Gegenstand H A | B ke | D |
Gewicht 4 5 6 3
Wert 20 35 72 18
L
G Verhiltnis || < 9 A2 &

Berechnen Sie die Wert-Gewichts-Verhéltnisse aller Gegenstédnde und tragen Sie
diese in obiger Tabelle ein. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Gegenstédnde

betrachtet werden, wenn Sie den Branch-and-Bound Algorithmus der Vorlesung
anwenden.

Reihenfolge: | ¢ & (O, A
Gty B Ak Jo

-

b A T 6 !

D
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c) (5 Punkte) Wenden Sie den verbesserten Branch-and-Bound-Algorithmus aus der
Vorlesung auf die Instanz an. Nutzen Sie dabei die Depth-first Strategie zur Aus-
wahl des néiichsten Teilproblems. Ergéinzen Sie zur Lésung der Aufgabe den unten-
stehenden begonnenen B&B Baum.

Geben Sie in jedem Knoten an, in welchem Schritt er besucht wird und welchen
Wert die zugehorigen unteren und oberen Schranken haben, bzw. markieren Sie,
wenn es keine giiltige Lésung geben kann. Geben Sie an den Kanten klar an, welche
Branching-Entscheidung getroffen wird. Erweitern Sie den Baum nach Bedarf und

zeichnen Sie die zusétzlich benétigten Kanten und Knoten ein.

Schritt: E]
L'= i il
. i
U= ‘ \ I
P | -
Schritt: D Schritt: D
I L=
B B
- o T T

d) (1 Punkt) Geben Sie die optimale Losung und den zugehérigen Losungswert an.
i 67
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