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TU Wien

lnstitut frir Logic and Computation

Algorithms and Complexity Group

186.866 Algorithmen und Datenstrukturen VU 8.0

2. Test,20195

28. Juni 20tg

Gruppe A

_ 
.-- Vlachen Sie die folgenden Angaben in deutlicher Blockschrift

Ir[achname: Vorname:

Matrikelnummer Unterschrift

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabebkitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zukissig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie dokumentenechte Schreibger:ite (keine Bleistiftel).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, DigitalkamerasT Skrip-
ten, Biichern, N4itschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zul6ssig.

Kennzeichnen Sie bei Ankreuzfragen eindeutig, welche Ktistchen Sie kreuzen. Streichen
Sie Passagen, die nicht gewertet werden soilen, deutlich durch. Unleserliche Antworten
werden nicht gewertet.

2t

A5

13

Summe

100Erreichbare Punkte:

Erreichte Punkte:

2t 20

TI'
WIEN

Viel Erfolg!

A4

25
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Aufgabe A1: P-NP und Polynomialzeitreduktionen (21 Punkte)

a) (12 Punkte) Seien A, B, C Ja/Nein-Probleme und n die Eingabegro3e. Nehmen
Sie an, es gibt

o eine Reduktion von B nach A inZeit O(n'),

o eine Reduktion von A nach Sar inZeit O(n'),

? . r. ''i o eine Reduktion von SA'r nach A in Zeit O{n),

r eine Reduktion von A nach C inZeit O(3'").

(i) Kreuzen Sie in den folgenden Tabellen jeweils die zutreffenden Felder an;

(je korrekter Zei,le 1 Punkt, kei,ne Mi,nuspunkte)

Ja Nein Keine Aussage moglich
in NP
NP-schwer

Keine Aussage moglich
...inNP \(,

. NP-schwer

Nein Keine Aussage moglich
in NP /
NP-schwer

(ii) Welche der obigen Probleme A, B, C und SAt wtiren sicher in polynomieller
Zeit losbar, falls P : NP gelten sollte.

(iii) Nehmen Sie nun an, C kann fiir tringaben der Grofie m in Ze\t O{*') gelost
werden. Welche engste obere Schranke konnen Sie aus den gegebenen In-
formationen fiir die Worst-Case Laufzeit eines optimalen Algorithmus fiir A
schliefien?

\

'i '-(. 
,'"

l

C ist ...

B ist ... Ja

"t'

A ist ... Ja Nein
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b) (9 Punkte) Im Folgenden sind verschiedene Probleme mit verschiedenen Zertifika-
ten gegeben. Welche Zertifikate sind (gemeinsam mit einem geeigneten Zertifizie-
rer) geeignet, um zt zeigen, dass das gegebene Problem in NP ist? Kreuzen Sie

Zutreffendes an. Sie diirfen ftir diese Frage PINP annehmen.

Es kann mehr als eine richtige Antwort geben.

(je Unteraufgabe: alles korrekt: 3 Punkte, ei,n Fehler: 1 Punkt, sonst / ker,n Kreuz:
0 Punkte)

i) Probtem: Gegeben eine Menge [/ und eine Menge 5 : {Sr, Sz,. . .,,S-} von
Teilmengen von L/. Gibt es ein Set Cover von [/ mit ( k Mengen? r: \,it - ,-
Zertiflkat:

*BEinleerer^Striug:*

V ,ffifi" Set Cover mit S k Vlengen.

E Eine Zahl"m; so dmsm"S fu und erein'Set-€over mit*rz Mengen gibt. .

ii) Problem: Gegeben sei ein Graph G mit gewichteten Kanten. Gibt es

Spanning TYee von G mit Gewicht ( fr?

Zertiflkat:
p nin leerer String.

/ fi.F;i" Spanning Tree von G mit Gewicht ( k

iii)

t/

"flKeines der Zertifikate ist geeignet.

Problem: Gegeben sei ein Graph G. Hat das grdfite Independent Set von G
genau k Knoten? ;::, 1 i.

Zertifikat:
' _ tl: )-'

9A\) *\t-la! q-r\

-b c.t u+ x\'^-$ axk =$&r
\i(-l-\ .
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Aufgabe A2: Branch-and-Bound und Heuristische Verfahren (21 Punkte)

a) (7 Punkte) Branch-and-Bound wird zur Losung eines Mtni,m,ierungsproblems ver-
wendet und erzeugt den unten abgebildeten Suchbaum. Jeder Knoten entspricht
einer Teilinstanz mit einer lokalen unteren Schranke -L' und einer lokalen oberen
Schranke [/'.

lr

u-,1-'

t::

'.1 = 32

'.| --.-

Geben Sie die Menge S der Nummern jener Teilinstanzen (reprdsentiert durch
Blattknoten) an, die ni,cht mehr weiter aufgespalten werden mtissen.

Was ist die giobale obere Schranke [/?

U: :-'

b) (2 Punkte) Was ist die Idee / das Prinzip der Lokalen Suche?

J'' -- r'''
1 .-.,, ' .' , 6-,). ', ',-1.- 

ti , I i'

c) (2 Punkte) Nennen Sie einen Unterschied zwischen Heuristischen Verfahren und
Approximationsalgorithmen, den Sie aus der Vorlesung kennen.

L':20
U'= 6O

3
L'=25
U'= 5O

4
tt-')1

U'=34

5
L'=35
U'= 45

iJ'r r:,

5,3^9:

2
ft-aa

U'= 60

7
L'=20
u, :60

I
L'*32
U' :32

9
L'=25
U'=37

6
L'*27
U'=39
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d) (7 Punkte) Auf dern folgenden Graphen wird eine obere und eine untere Schranke

fiir die Gro3e eines kleinsten Vertex Covers berechnet.

(iii) Ftir die Grofie eines kleinsten Vertex Covers ist das eben berechnete nicht

A' ...eine obere Schranke. . r 
i

'.' ,l .. I...eineuntereschranke.

(korrekt: 1 Punkte, i,nkorrekt: -1 Punkt, ni,cht, beantwortet: 0 Punkte)

(i) Wenden Sie die Greedy-Heuristik, die jeweils einen Knoten mit hochstem
Grad wzihlt, an und geben Sie die dabei ausgewzihlte \4enge an Knoten an.

Ausgewrihlte Knoten:

(ii) Berechnen Sie ein nicht erweiterbares Matching und zeichnen Sie das Mat-
ching im Graphen ein.

e) (3 Punkte) In welchen Fd,llen kann die Branch-and-Bound Suche ftir eine Teilin-
stanz bei einem Maximi-elungsproblem abbrechen? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

(alles korrekt: 3 Punkte, e'in Fehler: 1 Punkt, sonst / ke,in Kreuz: 0 Punkte)

H Globul" untere Schranke ist gro8er als lokale obere Schranke.

E Lokale untere Schranke ist groBer als globale untere Schranke:

E Lokale obere Schranke entspricht lokaler unterer Schranke.

E Lokale untere Schranke ist kleiner als globale untere Schranke.

i. i,

l*i

'l
t:.,

i



Aufgabe A3: NP-Vollstiindigkeit Spezialfiille (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Gewichtetes Verter Couer auf Briumen kann, analog zu gewichtetem
Independent Set auf Bd,umen, mittels dynamischer Programmierung gelost werden.

Kreuzen Sie im nachfolgenden Pseudocode jene Codezeilen an, die ausgefuhrt wer-
den miissen, um eine funktionierende Implementierung von folgendem Algorith-
mus fiir gewichtetes Vertex Cover auf Biiumen zu erhalten: der Algorithmus erhzilt
einen Baum T : (V,E), bei dem jedem Knoten u e V ein positives Gewicht u.,,

zugewiesen ist und berechnet das minimale Gewicht eines Vertex Covers ftir 7.

Je Block (grau hinterlegte Box) ist genau eine Auswahl korrekt.

(je Block: korrekt: 3 Punkte, falsch / mehrere Kreuze: -1 Punkt, kei,n Kreuz 0 Punk-
te. Zumindest 0 Punkte fiir di,ese Unteraufgabe)

Min-We i ght-Vertex-Cover- f n-A-Tree (?) :

Wtihle eine Wurzel r aus
foreach Knoten u uon T do

Aort F oo; Ain F OO

E foreach Knoten u uon T in Postord,er do

tr foreach Knoten u uon T in Preorder do

n foreach Knoten u uon T in Inorder do

if u i,st ei,n Blatt then

else

.{

,{

,{

"{

"{

"{
E return min{,46[r], A""r[r] ]
E return A,"h] * Aool[r]

' E return max{A6[r], loot[r]]

,4,;[u] <- 0
1",r[r] 1- w,

,4.i"[z] +- 1

A",,1[u] <- 0

Ai"lrl4- u)u

A",1[u] <- o

Ai"lu) <- 1 + Dt,eNachrorg 
",61Ai.[u)

Ao*lul *- u)u * D,eN*hrorg",1,; min{46[o],,4""1[u]]

Ar"lu] 1- wu * D,enachrors".(,) min{Ai"[u], 4o6[u]]

Ao*lul F lren*r6orger(u) Ai"lu)

Ai"lu) ? wu * It,e*achforg".(r; max{Air[u], A""r[r]]

A""lul ts lreNu"r,rorger(z) Ar"lul

l
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b) (8 Punkte) Nehmen Sie an, dass gewichtetes Vertex Cover auf Briumen in quadra-

tischer Zeit gelost werden kann.

Kreuzen Sie an, ob die folgenden (voneinander unabhiingigen) Aussagen wahr oder
falsch sind.

(je Unteraufgabe: korrekt: 2 Punkte, falsch: -2 Punkte, kein Kreuz: 0 Punkte. Zu-
mi,ndest 0 Punkte fiir diese Unteraufgabe)

(i) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover auf. Graphen in quadratischer
Zeit gelost werden kann.

E Wahr F. Falsch,

(ii) Daraus folgt, dass ungewi,chtefes Vertex Cover auf Bdumen in quadratischer
Zeit geldst werden kann.

p wahr E Falsch

(iii) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover a$. Pfaden in quadratischer Zeit
gelost werden kann.

n Wahr E Falsch
.it

(iv) Daraus folgt, dass gewichtetes Vertex Cover arfi Binrirbtiumen in quadrati-
scher Zeit gekist werden kann.

(Wahr E Falsch

,1,-., {' r"
z)



Aufgabe A4: Dynamisches Programmieren (25 Punkte)

a) (9 Punkte) Betrachten Sie das aus der Vorlesung bekannte Rucksackproblem. Ge-
geben sei eine Instanz mit einer Kapazittit G : 5 und den folgenden ftinf Ge-
genstiinden, die jeweils nur einmal vorhanden sind:

Gegenstand
ABCDE

Wert
Gewicht

Vervollsttindigen Sie die untenstehende Tabelle, sodass der Eintrag in Zeile z und
Spalte g gerade dem Wert OPT(i,g) entspricht, der sich mit den ersten z Ge-
genstiinden und einem Rucksack der Kapazitd,t g erreichen ld,sst.

Kapazitzit

4
D
t)

2

1

1

2

3

1

5

00

6

2

0

0

1 2 3 4

{A}

{A, B}

{A, B,C}

{A, B, C, D}

{A, B,C, D, E}

Was ist der optimale Wert einer Losung fiir einen Rucksack mit Kapazitat G : 3?

Wert:

Angenommen der Gegenstand .E ist nicht mehr verfiigbar. Welche Gegenstdnde

entsprechen nun einer optimalen Losung bei Kapazittit G : 5?

Gegenstd,nde

0 0 0 0 0

0 1

.)

0

0

O

+
U)

0)
b0
a)rl

0

0
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b) (9 Punkte) Sei nun eine weitere Instanz des Rucksackproblems gegeben mit Ka-
pazitiit G :6 und den folgenden sechs Gegenstdnden.

Wert
Gewicht

Die Wertetabelle M nach Ausfiihrung des Dynamischen Programms lautet wie
folgt:

Kapazitd,t

0 2 5

{A, B}

{A, B,

{A, B, C,

{A, B,C, D

{A, B,C, D, E, F} 0

Gegenstand
DCBA

1

2

o

i
5

1

2

2

6

4

I
o

6

0

2

7

10

11

4

43

a

8 74 T7

(i) Markieren Sie in der Tabelle all jene Felder, die der Algorithmus
Find-SoLution(M) aus der Vorlesung bei der Berechnung der Losungsmen-
ge S ausliest und verwendet.

(ii) Geben Sie die Menge der Gegenstrinde in der Losungsmenge S an.

s- )

5

0 r0 0 0 0 0

0 0 2 2 2

0 5 5 7 7 7

5 8 8 10 10

0 8 10 10

11100 5 8

1

I t7

-)

2

I 0

5 8



c) (T Punkte) Gegeben ist ein gerichteter Graph G -- (V, E) rnit \V\ : n Knoten.
Die Kanten von G sind mit Kantengewichten cr. € R fiir alle Kanten (u,u,) e E
gewichtet, sodass es keine negative Kreise gibt.

(i) Ergiinzen Sie Bellmans Rekursionsgleichungen fiir die Liinge OPT(i,u) eines

ktirzesten T..r-t Pfades in G mit hochstens i Kanten, wobei u e V ein beliebiger
Knoten ist und t € V ein fester Zielknoten.

oPT(o,t):

OPT(O,u): fnrult

oPT(i,,u): ftirz)1

(ii) Geben Sie den kleinsten Wert ftir die Kantenanzahl i an, sodass ftir jeden

Graphen G, der die gegebenen Voraussetzungen erftillt, Folgendes gilt:

OPT(i,a) : OPT(d + 7,u) ftir alle Knoten u € V.

Der kleinste Wert ist i :

(iii) Geben Sie ftir Ihre Wahl der kleinsten Kantenanzahl i, (aus Unterpunkt (ii))
6rne lcurze Begrtnbung'rn \-2 Sbtzen an.

f



Aufgabe A5 : Approximationsalgorithmen (13 Punkte)

a) (6 Punkte) Angenommen,,{ ist ein e-Approximationsalgorithmus fiir ein N{inimie-
rungsproblem (d.h. g, > 1). Sei r eine Probleminstanz mit optimalem Losungs-
wert Cspy (z) und Cn(") der Wert der von ,4 berechneten Losung. Welche der
folgenden Aussagen treffen in jedem Fall zu? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

Wcorr(*) a co@)

J c41r1 > copr(r)

Nco1"7 < e .csp7{r)

Z Co < %':k)

Sei B ein Approximationsalgorithmus ftir das gleiche Problem mit Gritegaran-
tie e 12 und C6(r) der von B berechnete Losungswert ftir die Instanz r. Welche
der folgenden Aussagen sind in jedem Fall korrekt? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

T-l Ca(s) - .
r-

Xc"1"; < e .c6p7(r)

Ec"1"y + cs(r) < Je 12 . copr(*)

(je Bl'ock: alles korrekt: 3 Punkte, e'in Fehler: 1 Punkte, sonst / kei,n Kreuz: 0 Punk-
t")

b) (7 Punkte) Beim Gewichteten Independent Set Problem wird in einem Eingabegra-
phen nach einem Independent Set mit maximalem Gewicht gesucht (jedem Knoten
ist ein Gewicht zugeordnet, das Gewicht eines Independent Set ist die Summe der
Gewichte der darin enthaltenen Knoten). Zeigen Sie, dass ein Greedy-Algorithmus
ftir Gewichtetes Independent Set, der wiederholt einen Knoten mit maximalem
Gewicht zu einem bestehenden Independent Set hinzuftigt, jede konstante Giite-
garantiee(lverletzt.

Cru { r "'r'

r/-I /r

t

1'

rr':, .. :

l

"t'
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TU Wien

lnstitut frir Logic and Computation

Algorithms and Complexity Group

186.866 Algorithmen und Datenstrukturen VU 8.0

1. Test,20195

14. Mai 2019

Gruppe A

Machen Sie die folgenden Angaben in deutlicher Blockschrift

Nachname: Vorname

N4atrikelnummer: Unterschrift:

Sie dtirfen die Losungen nur auf die Angabebkitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zuldssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie dokumentenechte Schreibgertite (keine Bleistifte! ) .

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Btichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuliissig.

Kennzeichnen Sie bei Ankreuzfragen eindeutig, welche Kd,stchen Sie kreuzen. Streichen
Sie Passagen, die nicht gewertet werden sollen, deutlich durch. Unleserliche Antworten
werden nicht gewertet.

A1 A2 A3 A4 A5 Summe

100Erreichbare Punkte:

Erreichte Punkte:

22 18 20 20 20

Viel Erfolg!

Tl,
WIEN
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Aufgabe .{1: Algorithmenanalyse

FunktionA(n):
r<-n2
z<-7
while r > 7

r<-t
a-z\-oL

return z

FunktionB (rz) :

j <-0
z<-L
for z <- 1 bis 3n

if z mod 3:0 then
j <- j -t

j<-?j-n
while j > 0

z<-nz
j+-j-r

returtt z

(22 Punkte)

a) (L2 Punkte) Tfagen Sie fiir die Codest{icke FunktionA und FunktionB die Laufzeit
und den Rtickgabewert (z) in Abhtingigkeit vorL n) jeweils in O-Notation in die
nachfolgende Tabelle ein.

FunktionA FunktionB

Laufzeit O( t*as * ) o( '''" )

Riickgabewert (z) o(t"}) o( c\ 2n
)
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b) (  Punkte) Sei c : j. tr'inden Sie das kleinste ns € N+, sodass ftir alle n ) no gllt

n*7

-{cn.
4-

Kleinstes ns :

Was haben Sie somit gezeigt? Kreuzen Sie Zutreffendes an:

4 ist in f,l(n)

Jz. $ ist in o(n)

D keine der zuvor genannten Aussagen

.l

,'!

c) (6 Punkte) Kreuzen Sie bei folgenden Aussagen an, ob diese wahr oder falsch sind.

(korrektes Kreuz: *2 Punkte, i,nkorrektes Kreuz: -2 Punkte, kein Kreuz: 0 Punkte.
Mi,ni,mum fiir di,ese Unteraufgabe: 0 Punkte)

(i) Wenn f : O(g) und g : CI(h) gilt, dann gilt auch / : O(h).

! wahr E Fahch

(ii) Wenn die Worst-Case Laufzeit eines Algorithmus tiber alle Eingaben der Ein-
gabegroBe n tn O(n2) liegt, so kann seine asymptotische Laufzeit nicht in
(,("') Iiegen.
L

E wahr E Fakch

(iii) Wenn die Worst-Case Laufzeit eines Algorithmus iiber alle Eingaben der Ein-
gabegrofle n in Q(n2) liegt, so kann seine asymptotische Laufzeit nicht in
(-)(r') Iiegen.

E wahr E Falsch

2

;,

i
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Aufgabe A2: Graphen (18 Punkte)

a) (5 Punkte) Gegeben ist der nachfolgende Graph H : (Vr, Es) mit 12 Knoten.
Verwenden Sie die aus der Vorlesung bekannteq_Definitionen und kreuzen Sie Zu-
treffendes in der untenstehenden Tabelle anlBetrachten Sie ftir jede Zeile der
Tabelle den gerichteten Teilgraphen G : (Vc,E6) von .[1 mit der in der Tabelle
gegebenen Knotenmenge;-'%;na4=T(", b) I a,b e VG,(o, b) e grla
(korrekte Zeile: *1 Punkt, i,nkorrelcte Zei,le: -1 Punkt, kei,ne Antwort (Zeile ohne
Kreuz): 0 Punkte. Minim,um fiir di,ese Unteraufgabe: 0 Punkte)

Vc:

{",1}
{o, ", f}

{", d, g, h, k,l}
{g, k,l}

{r} /

b) (10 Punkte) Wenden Sie den aus der Vorlesung bekannten Algorithmus uon Di,jkstra
in der Implementierung mii einer Liste, ntm Finden eines ktirzesten Pfades von
s nach u auf dem gegebenen Graphen an. Dokumentieren Sie fiir jeden Schritt,
bei dem sich die Menge Discovered dndert (diese enthdlt die bereits untersuchten
Knoten), fiir jeden Knoten d(') und die Mengen Discovered und L. Extrahieren Sie

anschlieBend aus dem Ablauf einen kiirzesten Pfad, sowie seine Lringe.

\! (
! iF{

O\rE
!L

^U+H>iHH! . 4,
(J 14 hnrd-Y-;i

nal.i:x6b0q.iiboE\r+=
dwH-:xcdx

!v,i9
;i-.tu!
/H!HU
H-)

=ii^r=HlidqHcU
i@--!
.A)di9

=Ni{boNc.,35l
U

!A'L\\
aQN-.--ddu?

=s-t-vNa. ?. E{ tr
QQ€€-Yaa)(DaQ
€!++rO
aa(Da-

\)()u()-v
trtrtrtrx
XNEtrf,.a"BI n r
WNXtrtrKbKtstr

,
d



1. Discovered : {
rfJJ-1

2. Discovered : {
r _l,-t

3. Discovered : {
r -Ir- t

4. Discovered : {
rfrr-t

5. Discovered : {
TflJ-l

7. Discovered : {
L

8. Discovered : {
f -I2- t

U2 U3

Knoten 5 u

Knoten U3

Knoten 'l to

Knoten s U2 U3 U4

d(.)

Knoten U1

s U3 U4 u

Pfad:

Gewicht:

c) (3 Punkte) Zeichnen Sie einen Min-Heap zur Menge {\2,9,2,45,5}.

s

')

6. Discovered : {
rfL-1

Knoten U1 U2 U3 U4 U5 u

do

Knoten s U1 U4 U5 u

d(.)

U1 U2 U3 U4 u5

d(.)

s U1 U2 U4 U5 u

d( )

s ,UT 1)z U4 U5 ,II

d(.)

U1 U5 u

s U2 U3 U4 Ug u

d(.)

Knoten U1 U2 u5

d(.)



Aufgabe A3: Greedy (20 Punkte)
Im Folgenden sind einige Fragen zu dem Themenbereich Greedy-Algorithmen gegeben.

Beantworten Sie jeweils die gestellte Ja/Nein-Flage. Fiir jede Antwort ist zusd,tzlich eine
(informelle) Begriindung bzw, ein konkretes Gegenbeispiel notwendig.

a) Gegeben ist eine Wtihrung deren Miinzen eine Sttickelung von 1,3,6 und 13 haben.
Liefert der Greedy-Algorithmus zum Geldwechseln aus der Vorlesung bei dieser
Strickelung immer ein optimales Ergebnis?

E Ja ! Nein

Begrtindung/ Gegenb eispiel :

b) Sei G ein gewichter Graph, bei dem alle Kanten unterschiedliche Gewichte haben.
Wenn Sie den Algorithmus von Kruskal und den Algorithmus von Prim verwenden
um einen Minimum Spanning Tlee (MST) von G zu berechnen, finden dann beide
Algorithmen immer denselben MST?

E Ja E Nein

Begriindung/ Gegenbeispiel :



c) Sei 7 ein Spannbaum in einem gewichteten Graphen G. Wir nennen die Kanten
in 7 mit dem hochsten Gewicht die Bottleneck-Kanten von 7. Wir sagen ? ist ein
Minimum Bottleneck Spanning Ttee (MBST) falls es keiiien Spanning Tree von G
gibt, dessen Bottleneck-Kanten ein geringeres Gewicht als die Bottleneck-Kanten
von 7 haben. Ist jeder MBST auch ein minimaler Spannbaum?

I Ja E Nein

Begriindung/ Gegenbeispiel:

d) Sei G ein Graph, bei dem jedem Knoten u eine reele Zahl tr(u) als Gewicht zu-
geordnet ist. Fiir eine Menge von Knoten S schreiben wir tr,,(S) ftir die Summe
D,Esw(u) der Gewichte der Knoten in S. Eine tiberdeckende Knotenmenge von G
ist eine Menge ,S von Knoten, so dass jede Kante von G zu einem Knoten in 

^9 
in-

zident ist. Eine tiberdeckende Knotenmenge ,9 heil3t minimal, wenn fiir jede andere
tiberdeckende Knotenmenge S* stets'u(,9) < ?r(S.) gilt. Gegeben ist der folgende
Greedv-Algorithmus:

Gr'eedy (n):
Input: Graph G : (V,E) mit gewichteten Knoten
s <-0
Se+-0
while Se I E

Wrihle einen Knoten rr € y \ S mit minimalem Gewicht.
Ftige r., zu S hinzu.
Fiige alle Kanten die indizent zu u sind zu SB hinzu.

Findet dieser Algorithmus immer eine minimale iiberdeckende Knotenmenge?

D .la E Nein

Begrtindung/ Gegenbeispiel:
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Aufgabe A'4: Hashing und Biiume (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Im Folgenden geht es um die Best-Case- und Worst-Case-Laufzeiten
unterschiedlicher Operationen fiir Hashing mit Verkettung von Uberldufern, offenes
Hashing und bei bindren Suchbiiumen in Abhzingigkeit der n bereits eingefugten
Elemente.

(korrekte Zeile: *1 Punkt, tnkorrekte Zer,le: -1 Punkt, leere bzw. unuollsttindi,ge
Zei,le: 0 Punkte. Mi,ni,mum frir di,ese Unteraufgabe: 0 Punkte)

(i) AVL-Briume

Operation Best-Case Worst-Case

trrfolgreiches Einfiigen O( {o5z h ) O( ('q2* 
)

Erfolgreiches Suchen o( 4) O( t*1" *^ )

Erfolgioses Suchen O( l.oaot" ) O( \s%aq )

(ii) Offenes Hashing mit linearem Sondieren

(iii) Hashing mit Verkettung der Uberlziufer 
tt'' .'" .,1;.1,' *'.l ttr+r\r-\S,<V

ohr^ **h\x-
G.-"ls l.
.*Lltrcr-+-
\C€llL

\

(iv) Binrire Suchbtiume ohne Hohenbalancierung

,)

ntAL'.
W tt)"a.c^

Dc\
b

Operation Best-Case Worst-Case

Erfolgreiches Einfiigen o( 1) o( )

Erfolgreiches Suchen o( 4) o(L)
Erfolgloses Suchen o( ",\ ) o(h)

Operation Best-Case Worst-Case

Erfolgreiches Einfiigen o( .4 ) o(4)
Erfolgreiches Suchen o( 4) o( t.| )

Erfolgloses Suchen o( 1) o( t1 )

Operation Best-Case Worst-Case

Erfolgreiches Einfiigen o( ,4) o(h)
o( 4) o( t4 )Erfolgreiches Suchen

Erfolgloses Suchen o( ^ 4 ) o(r)

\

h-7-
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b) (8 Punkte) Gegeben sind folgende natiirliche Zahlen

[16,9, 17,6,L,13, 15]

Fiigen Sie diese in der vorgegebenen Reihenfolge jeweils in folgende Varianten
von anfangs leeren Hashtabellen der Gro8e m : g ein. Berechnen Sie dann die

von Schhissel
nes Elements ,wo jedes mit gleicher Wahrscheinlichkeit gesucht
wird. Fiir das Sondieren gilt z : 0, 1, . . . ,ffi - l.
(je korrekt beftillter Hashtabelle: 2 Punkte, je korr. Anzahl Verglei,che: p punkte)

(i) Verkettung der Uberlziufer mit h(k) : k mod. m.

Durchschnittliche Anzahl von Vergleichen bei erfolgreicher Suche: ?
Hashtabelle;

Us\er^F\\.

(ii) Double-Hashing mit h(k) : (h1(k)+ih2(k)) mod m, fu(k): k mod rn und t z(k) :
1+ (k mod 5).

/v

,ts

d€jr

Durchschnittliche Anzahl von Vergleichen bei erfolgreicher Suche: T :
Hashtabelle:

*r\rnd qv\ '8RF,\ A*S'*q
Li"\€ o*'*3-t^ii*aU

3 D 6

49 asn{ <t

1 2 3 4 D 6

49 6 ,{q 8

ei-

3r+

0 1 2 4 7 8

/f}rQA

0 7 8

4 4a 45

:ti
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Aufgabe A5: Sortieralgorithmen (20 Punkte)

(4 Punkte) Kcinnen die folgenden Arrays als Run in einem Ablauf eines Timsort
Algorithmus rrrit Mi,n-Run :6 vorkommen? Kreuzen Sie Zutreffendes an.

a)

E' <-- t\{t- E'+- ,lli,q,=r*.1,,-_a

E
T

Ja Nein

Dtr
tr
D
ET!r\r haq\r,+

qlacr €>

€\D^rr.\r'

b)

\e-f<lr qi.roV LP

F\Fr pt'.+ QP

r.*.._._-.^.7-

(korrektes Kreuz: *1 Punkt, i,nkorrektes Kreuz: -1 Punkt, kein Kreuz: 0 Punkte.
Minimum fiir di,ese Unteraufgabe: 0 Punkte)

(16 Punkte) Dual Pivot Quicksort ist eine Variante von Quicksort, die in der
Praxis effizienter ist als ein normaler Quicksort. Dual Pivot Quicksort funktioniert
im Wesentlichen wie Quicksort, mit den folgenden Anderungen:

Bei Dual Pivot Quicksort werden zwei Elemente als Pivot gewd,hlt. Wir nennen d.as

kleinere Pivot Element Iinkes Pivot (LP) und'das grd8ere Pivot Element rechtes
Pivot (RP). Das Array wird dann in drei Teile partitioniert: Die Elemente die
kleiner sind als LP, die Elemente die grb8er oder gleich LP aber kleiner oder
gleich RP sind, und die Elemente die gr68er ais RP sind. Danach wird Dual Pivot
Quicksort rekursiv auf jede der drei Partitionen aufgerufen.

Kreuzen Sie im Pseudocode auf der ndchsten Seite die Codezeilen an, die aus-
gefiihrt werden miissen, um eine funktionierende Implementierung von Dual Pivot
Quicksort zu erhalten. Je Blbck (grau hinterlegte Box) ist genau eine Auswahl
korrekt.

(richti,ges Kreuz *l Punkte, falsches Kreuz/mehrere Kreuze i,m Block -l Punkte,
kein Kreuz 0 Punkte. Minimum fiir diese Unteraufgabe: 0 Punkte)

?e(Sh:o*"*A'

o o
<LP L"S .J < eP
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Ewhitek<q

"""

i ..

/ 'i'. '' . 
', if Alk) <p then

Tausche A[k] und A[l]
l<-l+7

else if Alk) > q then
while Algl>qund,k<g

Fg<-g-1
nk+-k+1
lz<-,+r

Tausche A[k] und,a[g]
g<-g-L
it Alk) <pthen

Tausche A[k] und A[/]
rr,,q l+-l+7
Zs+*s-l
ffir+-r+t
fl ,<-r+r

k

1,.:: 
].

l<-l-t
g<-g+7
A[left] <- Alt)
All) +- p .', i,'-, i',i 'L:' ,li., i. iri,r.i" rr')ti't. lr.'i tr ii.t:iri,,r,./.:'

Afrightl <- Alg)
Alg)*q :

"{

call
call
call

call
call
call

DualPivotQuicksort(A, Ieft + 1, l)
DualPivotQuicksort(A, I + 7, g)

DualPivotQuicksort(,4, g + 7, right - 1)

DualPivotQuicksort(A, Ieft, p - 1)

DualPivotQuicksort(A, p + 1, q - L)

DualPivotQuicksort(A, e I l, right)

t.

'l:!\{r ^r'lr i 'ii'

i't

i^\

-,,,r, '.1.'t'.i. ,

\ i:i

,r "r .1. -, 't1

ta

Icall DualPivotQuicksort(A, Ieft, I - 1)

call DualPivotQuicksort(A, I + 7, g - L)

call DualPivotQuicksort(A, g + 1, right)

D q-L il\

..,--n i!''{ q

{ r1_

'] "l

*- .:\

\

t
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Aufgabe A.1: Hashing (10 Punkte)

a) (4 Punkte) Ftigen Sie die folgenden Zah\en in die jeweiligen Hashtabellen ein,
indem Sie die angegebenen Hashfunktionen und Strategien ftir die Kollisionsbe-
handlung benutzen.

(i) Einzufiigende Zahl: Ll
Kollisionsbehandlung: Quadratisches Sondieren mit cr : 0.5 und c2 : 1.5

Hashfunktion: Hashtabelle:

h'(k): k mod 7 0 ,
d

2A

1 2

(ii) Einzufiigende Zahl: 1-6

Kollisionsbehandlung: Double Hashing mit der Verbesserung nach Brent
Wi,rd ei,n bereits uorhandenes Element uerschoben, so n'Luss di,e neue Poszti,on
di,e s e s Elem ente s ei,n deuti,g g ek enn z e,i ch,n et w erden.

Hashfunktionen: Hashtabelle:

h{k) : k 1;.odT
hr(k) : (k mod 5) + 1

b) (2 Punkte) Gegeben ist eine Hashtabelle mit Hashfunktion h(k) : k mod 7. Als
Kollisionsbehandlung wird Lineares Sondieren verwendet.

2 J 4 5 6

727

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt eine zufdllige (positive) ZahL an die Positi-

0

on 1?

ol1l2lsl4l5l6
I l23l l18l 113



k J"u \V' t ,t * )"w 1Y

1vt 1(.- ,r 
-/ (y-C)

( r, ) t ? >l u- 
11q_.tra))--t s-* (z+\ ) : $ FE\^ ((:r)z\ +U) = [

b=$

): ts--n(b..-a)= "^^e-s-n((gA)",1 rZ) =,!

h = a e.-.n (z.r-z) -- .- ec{ (tfr)"l + ? ) = \

)
( tatia"'\)

(14{?6}ct)

(61as-ra) 7, = \ot 1y ) n = (o,rt) t1

\^-g."-^..fy
J to' ,tt aq&s

t 1*= 1 r\-ab

v 31as-." ! ) t:'-j
qq?r1

!\ =t) -*.=" -. [. :'E 1 zrt'qo.g

(\-rlo"u->l ,\ - p.) Il {Ta'rrl

i = ('t)"'r
(l* r,f 'r)l D\fr-l

talR"a
Jr.qb At*",

n uc\\*fr -^\Cr!

sot \e16

illr= <)

)to = tsJ

t"=* \r,

a
r"-1\

1 C
wl \ss-q ,. 1,'r)<'i *\ i ' ,\.

,$(oarr \(-\).1 +\). I

i qure.str +:rcff-rA t$Cr\$ n *"*, oS

{=w1

tr \S e* \) =

t- "t*n 1 3

$ P€.^^ ((r)or.t, t(l)vn) =

lrlsztfrr.a\

(n) ?"t

\\) 'n
t'"'1) \

1.^*\ -o., \^., r"aji,hlr,(\

\l- E'n51tqa a\a-.e- \.q

LE 'r-t-) ,\

1 1\$ r{. ra

T\b\t ".5

\*^t\

-1",t l @)- 1- F-.-,.,- ( S(zy + s,r, + h )
= t g*.,.. \oa'5'\r+ E.lto + g ) g

(-{nfx)rq) \ = te:--"r(71i-r.b)

= ( t,* (\ .rty + <':'o+\) s

q"s4) ? = + e*<\ (S'P .. Sto ! vr) --

(f{>a>4) h: t-g.'-" (q } O F v, 
) =

(er Ll,) ,\
(r-trV),n

\c' rr )r \

b^:\**n I yy -"e$sy

[;\
r--5_-\



c) (2 Punkte) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an:

E Lineares Sondieren ist als Kollisionsstrategie ineffizient, da es zu primdren
Hd,ufungen kommen kann.

X Bei offenen Hashverfahren wird Reorganisation eingesetzt, um den Belegungs-
faktor hinreichend klein zu halten.

f] Wird als Kollisionsbehandlung ,,Verkettung der Uberldufer" verwendet, so
wird das Loschen durch eine Markierung als ,,wieder frei" realisiert.

! Hashfunktionen sind im Allgemeinen bijektive Funktionen, die einen Schliissel
auf einen Hashwert abbilden und umgekehrt.

(2 Pun,kte, wenn alle Kreuze korrekt s,ind, 1 Punkt be,i genau e,inem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

d) (2 Punkte) Gegeben ist eine Hashtabelle mit Double Hashing (ohne Verbesserung
nach Brent) als Kollisionsbehandlung. Als Hashfunktionen werden fu(k): k mod
7 und h2(k) :1 + (k mod 5) gewtihlt.

1 2 3

4

Welche dieser Eingabefolgen fiihren beim Einfiigen in eine anfangs leere Tabelle
zu diesem Ergebnis?

E (tz,2z,g,lb,4)

[ (8,22,\b,12,4)

E (15,22,8,12,4)

E (t2,9,22,7b,4)

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt si,nd, 1 Punkt bei, genau e'inern Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

72

-)

0 654
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Aufgabe A2: Suchbiiume (10 Punkte)

a) (6 Punkte) Gegeben ist der folgende AVL-Baum Br

B1

Es wird nun eine ganze Zahl r € {0, . . . ,20}, die noch nicht in .B1 enthalten ist, in
.B1 eingefiigt. Danach wird ,B1 rebalanciert und r wird wieder gel6scht. Dadurch
entsteht der folgende AVL-Baum B2:

B2

Geben Sie alle moglichen Werte fiir z an, die zu .B2 gefiihrt haben konnten:

Mogliche Werte fiir r:

Nun wird eine ganze Zahly € {0,...,20}, die noch nicht in ,B2 enthalten ist, in
.B2 eingefiigt. Danach wird .B2 rebalanciert und y wird wieder geldscht. Dadurch
entsteht der folgende AVL-Baum Bs:

B3

Geben Sie alle moglichen Werte fiir g an, die zu ,B3 gefiihrt haben ktinnten:

Mogliche Werte fiir g:



b) (4 Punkte) Bei einer In-Order-Traversierung eines bintiren Baumes ergibt sich
folgende Knotenliste:

1,5,7,2, 8, 3, 11

Bei einer Pre-Order-Tlaversierung des gleichen Baumes ergibt sich:

8, 5, 1, 2r7,3rLL

Zeichnen Sie den zugrundeliegenden Baum und tragen Sie die entsprechenden Kno.
tenwerte ein.

1



Aufgabe A3: Reduktionen und NP (8 Punkte)

a) (4 Punkte) Seien A, B, C, D Ja/Nein-Probleme in NP und n die Eingabegro8e.
Angenommen. es gibt

r eine Reduktion von A auf B mit Laufzeit O(n2),

o eine Reduktion von B auf C mit Laufzeil O(n3),

o sowie eine Reduktion von C auf D mit Latfzeit O(n, .log(n)).

Beantworten Sie dazu die folgenden (voneinander unabhiingigen) Fragen:

(i) Geben Sie die engste obere Schranke fiir die Laufzeit einer Reduktion von A
nach D in O-Notation an, die sich aus diesen Annahmen ableiten kisst.

(ii) Nehmen Sie an, C kann in Polynomialzeit gelost werden. Was folgt daraus
fiir die Komplexitdt der iibrigen Probleme (A, B, D)?

(iii) Nehmen Sie an, dass B NP-schwer ist. Was folgt daraus ftir die Komplexitiit
der Probleme A, B, C, D? 1



b) (2 Punkte) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an:

I pin NP-vollstd.ndiges Problem ist genau dann in Polynomialzeit losbar, wenn
P:NP.

n Jedes NP-schwere Problem ist NP-vollstzindig.

f] Werm Problem A NP-schwer ist und Problem B in Polynomialzeit auf A
reduziert werden kann, dann ist Problem B ebenfalls NP-schwer.

n Wer., SAT in Linearzeit gelost werden kann, sind alle NP-vollstiindigen Pro-
bleme in Polynomialzeit losbar.

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt si,nd, 1 Punkt bei, genau e'inem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

c) (2 Punkte) Geben Sie den Namen von vier aus der Vorlesung bekannten NP-
vollstiindigen Problemen an.
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Aufgabe A4: Dynamische Programmierung (10 Punkte)

Wir definieren folgendes Extnupno SsoRrnst Patn Problem: Gegeben ist ein gerich-
teter Graph G : (V,E) rnit einem positiven Kantengewicht cu, fiir jede Kante (u,u) e E
und zwei speziellen Knoten s und t. Die Kantenmenge .E besteht aus roten Kanten E,
und schwarzen Kanten 8", d.h. E: E, UE, und Er)Es:0. Ein guter Pfad ist ein
Pfad, welcher maximal eine rote Kante benutzt, Aufgabe ist es, den kiirzesten guten
Pfad von s nach f zu finden.

In dieser Aufgabe wird das Problem ExrpNpno SsoRrpsr PerH mittels dynamischer
Programmierung durch eine Erweiterung des aus der Vorlesung bekannten Bellrnan-Ford
Algorithmus gelost.

Dabei werden die folgenden beiden Arrays dynamisch berechnet:

o NoRed, welches die Ltingen der Pfade von allen Knoten fi e V zu I beinhaltet, die
keine roten Kanten enthalten.

o Good, welches die Liingen der Pfade von allen Knoten r e V zu f beinhaltet, mit
hochstens einer roten Kante.

a) (4 Punkte) Gegeben sei die folgende Probleminstanz. Die roten Kanten sind strich-
Iiert gezeichnet.

35

1

a

.1'

,-'
--- O

2

.9'

(i) Vervollstiindigen Sie die beiden Arrays NoRed und Good fiir diese Instanz.
Genau wie in der Vorlesung reprisentieren die Spalten 0-4 die Liingen der
Pfade mit der entsprechenden Anzahl an Kanten.

J

NoRed 0 1 3 4

t 0 0 0 0 0

a @ oo B t q

b oo r) ?s

c oo oo A* <FA

S @ oo 4o 40

Good 0 3 4

t 0 0 0 0 0

a @ oo {" q tt
b oo t)

";i, 
.

C oo ,]

S @ I q

(ii) Welche Ld,nge hat der ktirzeste gute Pfad von s nach t in dieser Instanz? Wie
kommen Sie auf Basis der Arrays zum Ergebnis?

J

g,orS!
pa

2 1 2
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b) (6 Punkte) Nun ist ein Algorithmus ftr das Problem ExrsNopo Ssonrpsr ParH
zu finden. Kreuzen Sie je grau markiertem Block eine Zeile an, sodass die Arrays
richtig berechnet werden und das Problem korrekt gelost wird.

(ri.ch,ti.ges Kreuz *2 Punkte; fal,sches Kreuz/mehrere Kreuze i,m Block -2 Punkte;
kei,n Kreuz 0 Punkte; negatiue Summe wi,rd auf 0 gesetzt)

Ext-Short-Path (G, s , f ) :

foreachnodeu€I/
NoRed [0,2] <- oo

NoRed[0,t] +- 0
for i<-1bis n-1

$ !r-.e"rrl-\t- foreach Knoten u €V
NoRed li, ,u) <- NoRed Li - 7 ,uf

B foreach schwarze Kante (u,w) e E"

\J*'tt.r:e\ n foreach Kante (u,w) e E
n f oreach rote Kant e (u,w) Q E,

NoBed [i , u] <- nin {NoRed li, ,u) , c,* I NoRed li, - I,wf

i

foreachnodeu€I/
Good[O,o] + oo

Good [0, t] <- 0-$; i<-t bis n-1
foreach Knoten u €V

Good[i,u] F Goodli, - l,uJ
foreach schwarze Kante (u,us) g fi, 

v
E Gooa [a,'u] <- min {Good l'i,u7 , cu* * NoRed li, - L,u7}
EI Good.[a,u] F min{Gooal'i,u), cu. * Good[a -l,w)]
f] Good[z,u] +- min{GoodL'i,ul , NoRedli,,w)}

f oreach rote Kant e (u ,w) e E,

n Gooa [z,u] *- cu* * NoRed li, - L,wf
.EI. Good [z,u] <* min {Good li,,uf , cr. * NoRed li, - L,d}
fl Good [z,u] F nin {Good l'i,u) , cr. * Good [z - 7,w)]

return Good[n - 1, s]

r qr{ .t : \-}-c} \cd.^rr ro\rr^ K.g,^\4-

q) tr'tis / lio re\r \3'*'v<' 1 lsot{ed -pe'e}'raer i

L) +r*ig . bu^\,rcrvaa ['srr*\r' * ('t"':
I

cJLl. 2 ' BF^"d.\; v-\< f's'r\r'^ \44^^.nfL f, |I=-- \- --.ov+ Asrngttcr^toESs* 
\

- \^dar^" 
"r'rQ 

+
' \"YqE'qg* -v-r ; ;

.,.t^ 5iL 1oo 
J-FU*ao

tru..rtfk urnAt^ )\L lue v- l

rll,cu[t"']-* i

t
J

t



Aufgabe A5: Approximation und Branch-and-Bound (12 Punkte)

a) (4 Punkte) Betrachten Sie den 2-Approximationsalgorithmus fiir das Problem
Klei,nstes Verter Couer aus der Vorlesung. Das Ergebnis des Algorithmus hringt
von der Reihenfolge ab, in der die Kanten betrachtet werden.

e1z

eT

e2
eo efi

e8 €tt

Geben Sie ftir den abgebildeten Graphen eine gtiltige Kantenreihenfolge an, so dass
die Losung optimal ist.

Geben Sie aufierdem eine Kantenreihenfolge an, so dass die Losung doppelt so viele
Knoten enthrilt wie ein kleinstes Vertex Cover.

eLO

CA = CoQ<

:'':r
r.,ig - .- .. t-,r -i

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die folgende Instanz des Rucksackproblems. Die Ge-
wichte und Werte der Gegenstdnde sind in der Tabelle angegeben. Die Kapazitrit
des Rucksacks betriigt G : 10.

Gegenstand A B C D

Gewicht 4 5 6 J

Wert 20 35 72 1B

Verhtiltnis 'f:. d"l I 'i

Berechnen Sie die Wert-Gewichts-Verhiiltnisse aller Gegenst5,nde und tragen Sie

diese in obiger Tabelle ein. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Gegenstd.nde

betrachtet werden, wenn Sie den Branch-and-Bound Algorithmus der Vorlesung
anwenden.

1

J,\
.

B

U.}

t0

.

a12:t.

TL 9e 4t 7p

I
I

I

. t-'
/t ! : -]

t-'

Reihenfolge:

)
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c) (5 Punkte) Wenden Sie den verbesserten Branch-and-Bound-Algorithmus aus der
Vorlesung auf die Instanz an. Nutzen Sie dabei die Depth-first Strategie zur Aus-
wahl des nrichsten Teilproblems. Ergdnzen Sie zur Ldiung der Aufgabe den unten-
stehenden begonnenen B&B Baum.

Sie in jedem Knoten ln er und welchen
die zugehorigen o bzw. markieren Sie,

wenn es keine gtiltige Losung geben kann. Geben Sie an den Kanten klar an, welche
Branching-Entscheidung getroffen wird. Erweitern Sie den Baum nach Bedarf und
zeichnen Sie die zusd,tzlich benotigten Kanten und Knoten ein.

1

Lt:
ut: (

d) (1 Punkt) Geben Sie die optimale Losung und den zugehorigen Losungswert an.

L -- q'"L

J..,F 'i,..

Schritt:

Schritt:
Lt:
ut:

Schritt:



acilll
Technische Universitdt Wien

lnstitut frlr Logic and Computation

Algorithms and Complexity Group

186.866 Algorithmen und Datenstrukturen VU 8.0

1. Test SS 2018

26. April 20t B

Gruppe A

Nachname Vorname:
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Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabebkitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
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8 L2 10 10

Summe
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Erreichte Punkte:

i

Viel Erfolg!
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1 N{achen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Matrikelnummer:



Aufgabe A1-: Algorithmenanalyse (10 Punkte)

a) (3 Punkte) Geben Sie fiir das Codesttlck FunktionA die Laufzeit in Abhzingigkeit
von n in O-Notation an.

FunktionA (n) :

Input: n) 7

z<-0
forj<-7,...,n

z<-z+j+7
k<-0
while k 1n

k<_k+j
while z > 0

l-t
D L l1l

L2)

FunktionB (n):
Input: n) I
i<-1
a+-7
repeat

i:'i l7
a: a.2

until z ) log2n
z4-0
for j <- 0,...,0

z<-z*j*n
return z

)

Riickgabewert (z): O(

Laufzeit: O(

Hinwei,s: Es gilt D?:r+: O(logn).

)
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c) (4 Punkte)

(i) Vervollstrindigen Sie die folgende Definition:
Ei,ne Funkti,onT(n) i,st inO(f (n)) wenn

(ii) Gegeben ist die folgende Funktion

t
Sind die nachfolgenden Abscheitzungen wahr, rrenn man die gegebenen Werte
Iy, "o 

und c in der jeweiligen Definiti,on der asymptotischen Notation einsetzt?
Kreuzen Sie die zutreffende Antwort an.

g(n) :

g ist in O(n )

g ist in O(n )

e ist in Q(1)

134

2n2+fi+n

'ILg c

103
47
6 100

falls n : 5

sonst

Richtig Falsch

tr
tr
I
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Aufgabe A2: Greedy-Algorithrnen (8 Punkte)

a) (6 Punkte) Im Folgenden definieren wir ein Scheduling Problem. Gegeben ist eine
Menge von Jobs J : {7,...,n}, die alle abgearbeitet werden mtissen. Ftir jeden
Job,7€,,I,isteineBearbeitungsdauerpj>0,undeinGewicht.loi)0spezifiziert.

Wie beim Interval Scheduling, konnen Jobs nicht unterbrochen werden und es kann
immer nur ein Job zu einem Zeitpunkt ausgeftihrt werden.

Ziel ist es, allen Jobs, 7 € ../, eine Startzeit sj zuzuweisen, sodass die Summe der
gewichteten Endzeiten Di.r*ifi minimal ist, wobei die Endzeit eines Jobs, j e J,
durch f j : sj *p7 gegeben ist.

Ein Algorithmus ftihrt die Jobs unmittelbar aufeinanderfolgend aus. Zur Bestim-
mung der Reihenfolge sind zwei Strategien gegeben. Beurteilen Sie
Kriterium immer zu einer Geben Sie ein Gegenbeispiel
an. wenn t nicht garantiert ist

(i) Ordne die Prozesse aufsteigend gemri8 ihrer Bearbeitungsdauer.

Optimal:EJa ENein

Gegenbeispiel:

(ii) Ordne die Prozesse absteigend gemrifi ihres Gewichtes

Optimal:EJa ENein

Gegenbeispiel

Hinweis: Spezifizieren Sie ggf. moglichst kleine Gegenspiele in Form konkreter VIen-
gen von Paaren: {(pt,*r),(pr,r,r),.. . }. trine Begriindung ist nicht erforderlich.

1
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b) (2 Punkte) Betrachten Sie die folgenden Behauptungen in Bezug auf minimale
Spannbdume fiir schlichte ungerichtete zusammenhdngende Graphen und kreuzen
Sie die korrekten an.

n Der minimale Spannbaum eines Graphen enthd,lt zumindest eine Kante mi-
nimalen Gewichtes innerhalb jeder Kantenschnittmenge.

E Das Kreislemma besagt, dass die giinstigste Kante jedes in einem Graph ent-
haltenen Kreises Teil des minimalen Spannbaumes dieses Graphen sein muss.

E Der Algorithmus von Prim und der Algorithmus von Kruskal berechnen giilti-
ge minimale Spannbriume und retournieren somit zwangsld.ufig denselben
Spannbaum.

n Der A.lgorithmus von Kruskal ist wegen seiner Laufzeitkomplexitrit auf dtinnen
Graphen gegeniiber dem Algorithmus von Prim zu bevorzugen.

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt si,nd,, 1 Punkt bei genau e,inem Fehler, an-
sonsten 0 Punkte)

I
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Aufgabe A3: Dijkstra und Heap (12 Punkte)

Gegeben ist die folgende Beschreibung einer Ausfiihrung des Algorithmus von Dijkstra
zum Finden eines kiirzesten Pfades auf einem gerichteten Craphen in der Implementie-
rung mit einer Liste.

1. Discovered : 0 , L : {s, uLtlJ2t U3, a4, u}

ffi

,*tel;e*f+.'rl*-

if{.€s€F=*+T

2

t

. Discovered : {s}, L : {rr, u3ru4ru )

3. Discovered : {s, L: {rr,u2,us,u}

4. Discovered : {s, ua, : {ut,us,u}

5. Discovered: 'u4r'u2,uz|, L: {uUu}

6. Discovered : {s, ,u4,,u2,uz,ut}, {"}

4

?,

/:

7. Discoverg6 : {s,a?D 
,t)2,,t)s,?,&r}, L: A

Vertex s U1 U2 U3 A4 u
do 0 9 4 5 3 L2

a) (2 Punkte) Extrahieren Sie aus diesem Ablauf den kiirzesten Pfad von s nach z
sowie seine Lzinge. (Geben Sie den Pfad als Liste von Knoten an).

Pfad: (1 q

t,/.

? ti"

U
$

Vertex I sr U1 ,UZ U3 U4 u
d( ) l0 oo co oo oo oo

Vertex 5 U1 A2 U3 U4 u
d(.) 0 oo 5 oo ,

t) oo

Vertex s U1 U2 u3 U4 u
d(-) 0 @ 4 oo 3 @

Vertex s U1 uzlus ,DI

d,(.) 0 t2 415 3 oo

Vertex s U1 U2 A3 U4 u
d(.) 0 4 5 o

D 15

Vertex 5 U1 U2 Ug U4 u
d(-) 0 9 4 5 3 t2

Luinge:

.1"

./.a

t--/

u

I
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b) (4 Punkte) Zeichnen Sie die Kalten und Kantengewichte eines minimalen (so we-
nige Kanten wie moglich) Graphen, der zu einem solchen Ablauf fiihrt, in der
folgenden Grafik ein.

ii)

c) (2 Punkte) Geben Sie ftir die folgenden Operationen an, ob sie im Worst-Case
asymptotisch in Bezug auf die
in einem sortierten Array oder

5tt'&::
tr.

i

.) ),t
'p

r i_l

(i) Finden des minimalen Elements: 'i'

f, Vlin-Heap n sortiertes Array P asymptotisch gleich schnell

(ii) Einfiigen eines beliebigen Elements:
"rg

lffilfin-feap I sortiertes Array I asymptotisch gleich schnel(

(iii) Erstellen aus einem unsortierten Array:
'$ ntir.-H.rp X sortiertes Array X asymptotisch gleich schnell

(iv) Finden des maximalen Elements:

I N4in-Heap E sortiertes Array E asymptotisch gleich schnell

(2 Punkte, wenn alle Kreuze korrekt si,nd, 1 Punkt bei, genau e'inent, Fehler, an-
sonsten a Punkte)



den Teilaufgaben (i) und (ii) jeweils von diesem Heap aus.

(i) Zeichnen Heap 11

(ii) Zeichnen Sie den Heap wle er dem Loschen des Element 0 aussieht.

d) (4 Punkte) Gegeben ist der folgende Min-Heap .[1:
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Aufgabe A4: Divide-and-Conquer (10 Punkte)

a) (6 Punkte) Fiihren Sie den Quicksort-Algorithmus auf folgendes Array (Index star-
tet bei 0) aus, um es aufsteigend zu sortieren:

I 19, 1, 22, 34, 6, 27, 2, 4)

AIs Pivotelement wird jeweils das Element an der Positio" lil gewrihlt. Geben
Sie die Zwischenschritte nach jedem Aufteilen an und markieren Sie jeweils das als
nzichstes gewrihlte Pivotelement.

Der Schritt des Aufteilens ist so implementiert, dass die Elemente einer Subfolge
immer in der gleichen Reihenfolge angeordnet werden wie in der Originalfolge.

I

.t

b) (4 Punkte) Geben Sie ein Eingabearray mit B unterschiedlichen Elementen an,

sodass der Quicksort-Algorithmus aus Teilaufgabe a) Worst-Case-Laufzeit hat.

l,'

rOlb
tt,-'

(-\
4



Aufgabe A5: Graphen (10 Punkte)

Sei G der folgende ungerichtete schlichte zusammenhd,ngende Graph mit Knoten I/ und
Kanten E:

Macht das Entfernen einer Kante b e E den Graphen unzusammenhdngend, so nennen
wir b eine Briicke

a) (2 Punkte) Markieren Sie im oben abgebildeten Graphen alle Briicken.

b) (2 Punkte) Wir ftihren nun im Graphen eine Tiefensuche durch. Aus der Entde.
ckungsreihenfolge der Knoten entsteht ein Baum. Eine Kante u -+ 1t) in diesem
Baum driickt aus, dass ?u von u aus entdeckt wurde. Wir bezeichnen u als El-
ternknoten von ?r.

Wird bei der Tiefensuche durch eine Kante r ein bereits entdeckter Knoten ge-
ringerer Tiefe gefund.en, d.er nicht der Elternknoten ist, so nennen wir r eine
Riickwiirtskante. Das heifit, sie beginnt unten und zeigt auf einen Knoten weiter

im Baum.

Vervollstiindigen Sie den unten dargestellten Tiefensuchbaum fiir den oben abge-
bildeten Graphen. Lzisst die Suche eine Auswahl zwischen Knoten zu, wiihlen Sie
den numerisch kleinsten. Ergdnzen Sie dabei die Rtickwrirtskanten.

'V,

V

ta

I
\
\

I

\
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c) (6 Punkte) Es gilt nun einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung aller Brticken

eines beliebigen ungerichteten schlichten zusammenhdngenden Graphen zu finden.

Kreuzen Sie im folgenden Pseudocode die Codezeilen an, die ausgefiihrt werden
miissen, um die Briicken zu finden. Je Block ist genau eine Zeile richtig.

Hi,nweis: Teilaufgabe b) gibt bereits einen guten Hinweis auf die Idee des gesuchten
Algorithmus. Betrachten Sie dabei die Riickwrirtskanten und Brticken im Baum.

(ri,chti,ges Kreuz *2 Punkte; falsches Kreuz/mehrere Kreuze i,m Block -2 Punkte;
ke'in Kreuz 0 Punkte; negat'iue Summe wi,rd auf 0 gesetzt)

" 
: ' 

" 
': t'': 

''t' 
'' : ' :t"' .

Briicken(Graph G, Startknoten s):
R+-0 .,' -,r.1 ...r/..r.ai.r::-::ir-ij-rir

B <- 0 ,i,/ iir,xl}l:,i:.r. !*,.j i 1; ,

foreach u eV do
Ti,efelu) <- -1
Elternlu) * null

call Tiefensuche(G, s, 0) <'' '-"- --{ \ " t' i-'r''" ! "' '-'
p,foreach (r,*) e .E do

E foreach (u,r) € B do

I foreach (r,.) e .e do

while a * w- !;.i1 . 1:- .., .: :'.r +- Elternlu) '

na<- Bo{(r,u)}
J a <- B et {(r,u)}
Eg<-B\{(r,zr)}
u+-r

return B

Tiefensuche(Graph G, Knoten u, Tiefe d):
Ti,efelu)<-d -:., . i

.i I j:i.'t:: 
.] l,:iln rl .: 3;.1.;r,:..:r,.1i.r.: l,,iii.ri.,,:,..r :i,

foreach (r, r) e E do
if Tiefelwl: -1 then

Elternlwl <- u
B<-BU{(u,tu)}
call Tiefensuche(G, u, d + l)

else if (Eltemlu) I w) and {d > Ti,efelul) then
EIR<-fiu{(u,tr)}
E R +- E u {(?r, Elternlu)))
I R <- fi u {(u, Elternlw]))

,,1

r

\
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Technische Universitdt Wien

lnstitut fiir Computergraphik und Algorithmen

Algorithms and Complexity Group

186.813 Algorithmen und Datenstrukturen I VU 6.0

Nachtragstest SS 2017

05. Oktober 2017

Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Unterschrift

Legen Sie wiihrend der Priifung Ihren Ausweis fiir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabebliitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. trs ist nicht zuld,ssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgeriite (keine Bleistiftel).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Biichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuldssig.

A1 A2 A3

1B L2

Summe

50Erreichbare Punkte: 20

Erreichte Punkte:

Viel trrfolg!

TT'
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Aufgabe A.1: Algorithmenanalyse (20 Punkte)

a) (4 Punkte) Tlagen Sie ftir das Codestiick FunktionA die Laufzeit in Abhringigkeit
\,-on ?z in O-Notation in die nachfolgende Tabelle ein.

FunktionA
Laufzeit

FunktionA (rz)

for z' <- 1 bis
for 7 +- lir<-l

while r 1n
r<-:L+r

b) (4 Punkte) Tragen Sie fiir das Codesttick FunktionB den Riickgabewert (z) in
Abhzingigkeit von n, in @-Notation in die nachfolgende Tabelle ein.

FunktionB
Riickgabewert (z)

FunktionB(rz):
r<-n
z<-n
while r > !

for j +- 1 bis 3n
z*z*2

r+-r-l
z<-z-7

return z

c) (4 Punkte) Tragen Sie fiir das Codesttick FunktionC die Laufzeit in Abhiingigkeit
von rr, in O-Notation in die nachfolgende Tabelle ein.

FunktionC
Laufzeit

FunktionC (n) :

r<-1
v<-50
while r < 2"

for z <- 1 bis gr

r<-zr

:

fnt,
+

I
1luisn



d) (4 Punkte) Beantworten Sie die nachfolgenclen Fragen und begriinden Sie jeweils

Ihre Antwort in wenigen Worten!

r Gilt 2n4-r - @(2")7

e) (4 Punkte) Sie haben ein Array A von beliebigen ganzen Zahlen gegeben. Darin soll
das minimale Element gefunden werden. Nachfolgend sind verschiedene Methoden
ftir das Suchen beschrieben. Geben Sie die Worst-Case-Komplexitiit jeder Vlethode
in O-Notation an."Gehen Sie dabei von den vorgestellten Implementierungen in der

Vorlesung aus.

von Quicksort
und danach auf das erste

EINES

Reihe nach
aus werden

o Gilt nntt - O(n")?

auf die Wurzel
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Aufgabe A2: Greedy und Divide and Conquer (18 Punkte)

a) (12 Punkte) Sie haben folgendes Problem gegeben: In einer Liste tr sind die Grd3en
von ?? Dateien Ft, Fz, . . . , Fn gespeichert. Dabei entspricht I; der Gro8e von Datei

4. Die Aufgabe ist nun, alle Dateien mit minimalem Aufwand zu einer gro8en

Datei zu verschmelzen. Werden zwei Dateien ,fl und ,Fr' verschmolzen, dann ist der
Aufwand daftir (und die Grofie der dabei neu erzeugten Datei) Lt* Li.

I) Sie haben folgenden Algorithmus gegeben:

GreedyMerge O :

while L enthrilt noch mehr aLs ei,nen E'intrag
Wtihle die ersten beiden Eintr6ge ,L1 und L2 der Liste I
Verschmelze die ztt L1 rnd L2 gehorenden Dateien zu einer neuen Datei M
Losche 11 und L2 a:us L
Fiige die Gro8e von A,[ am Anfang der Liste -L wieder ein

Dieser Algorithmus liefert keine optimale Losung, d.h. die Summe aller
Aufwrinde ist nicht minimal. Zeigen Sie das mit einem Beispiel!

i

,;

{]i,i+l+;'j.;,IJ''*
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II) Sie haben weiters folgenden Algorithmus gegeben:

bi*ra*
(*J

l"ow7oc.t

PairMerge O :

while L enthrilt noch mehr als e'inen E'intrag
Verschmelze jeweils Paare von Dateien (d.h. .Fr

Erzeuge eine neue Liste .L mit der [rr'tltneuen l?l

und f12, F3 und Fa usw.)

Dateigro8en

Hinweise:

o Alle Paare werden immer nebeneinander verschmolzen, d.h. man kann
nicht beim 

'Verschmelzen 
eines Paares auf das Ergebnis des vorherigen

Paares zugreifen.

r Bei einer ungeraden Anzahl an Dateien wird eine einzige Datei nicht ver-
schmolzen. Ihre Gro8e verd,ndert sich nicht, sie wird aber danach wieder
beriicksichtigt.

Liefert dieser Algorithmus eine optimale Losung, d.h. ist die Summe aller
Aufwd.nde minimal? Wenn nein, dann geben Sie ein Gegenbeispiel an!

III) Wie mtisste man den Algorithmus GreedyMerge anpassen, damit er eine op-

timale Losung liefert?

d:*
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Aufgabe A3: Biiume und Graphen (12 Punkte)

a) (6 Punkte)

Sie haben folgende Durchmusterungen eines bindren Baumes gegeben

Preorder: 10, 20, 5, 15, 50, 30, 40
Inorder: 5,2A,15, 50, 10, 40, 30

Rekonstruieren Sie den originalen Baum!

b) (6 Punkte)

Gegeben ist der folgende ungerichtete Graph G:

Auf dem gegebenen Graphen G wird die aus dem Skriptum bekannte Tiefen-
suche durchgeftihrt. Welche der folgenden Listen von besuchten Knoten konnen
dabei in genau dieser Reihenfolge entstehen, wenn die Nachbarn eines Knotens in
lexikographischer bzw. in beliebiger Reihenfolge abgearbeitet werden? Kreuzen Sie

Zutreffendes an.

Reihenfolge Iexikograph. beliebig nicht moglich

AB F D
A CDE GH
AG DEF B

Jede Zeile wird nur dann gewertet, wenn sie vollstd,ndig richtig ist.
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Technische UniversitSt Wien

lnstitut fiir Computergraphik und Algorithmen

Algorithms and Complexity Group

186.815 Algorithmen und Datenstrukturen 2 VU 3.0

1. Test SS 2017

29. Juni 20L7

I\4achen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer Unterschrift

Legen Sie wiihrend der Priifung Ihren Ausweis ftir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabebld,tter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zuliissig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgeriite (keine Bleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Btichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hiifsmitteln ist un-
zuliissig.

,{1: L2: A3: Summe

50Erreichbare Punkte: 16 16 18

Erreichte Punkte:

Viel Erfolg!

TT'
WlEl.l
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Aufgabe ,4.1: Reduktionen und NP-Spezialftille

a) (8 Punkte)

Gegeben sei die untenstehende Intervallrepriisentation eines Graphen G : (V,E).
Fiihren Sie den aus der Vorlesung bekannten Algorithmus zum Fzirben von Inter-
vallgraphen mit einer minimalen Anzahl von Farben {0, 1, 2,. . .} aus. Schreiben
Sie an jedes Intervall dessen Farbe.

(16 Punkte)



Q.e 2 -?s1k
b) (8 Punkte)

Seien A,B,C Ja/Nein-Probleme in NP und n die Eingabegro8e. Nehmen Sie an, es

gibt

o eine Reduktion von A nach B in Zeit O(r'),
r eine Reduktion vor B nach C inZeit O(nt),

r eine Reduktion von C nach A inZeit O(n').

it t'
!r

..,tr,,

1) Nehmen Sie an, es existiert ein Algorithmus, der Problem B in Zeit O{na)
lost. Was konnen Sie dann tiber die anderen Probleme aussagen? Kreuzen Sie
die richtigen Antworten an.

B in O(na) inP NP-vollstiindig keine Aussage moglich

A ist

C ist

g e 3["{)

Asa B

2) Nehmen Sie an, A sei NP-vollstrindig. Was konnen Sie dann iiber die anderen
Probleme aussagen? Kreuzen Sie die richtigen Antworten an.

A NP-vollstrindig inP NP-vollstiindig keine Aussage moglich

B ist

C ist

Aet.l" -C
[5 eNQ

C Et.sQ
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Aufgabe A2: Branch-and-Bound

a) (8 Punkte)

generischen

so aus, dass ein korrekter Branch-and-

b) (2 Punkte)

Beschreiben Sie in 1-2 Sdtzen die Best-First-Strategie zur Auswahl des nd,chsten
zu bearbeitenden Teilproblems in einem Branch-and-Bound Algorithmus.

I

f'... ,. n," .,: ., ,. ' r;i.'-,l,:' "'":; ,-..f, ' , .,1' - ' .-!."' t'-"of i

l ,''', ',i .,,, r' 
"'":':r. 

i " '- 1' 1\1 "'

\

Betrachten Sie folgenden Pseudocode eines
Algorithmus fiir ein Minimierungsproblem.

Branch-and-Bound-Min ( 1) :

-4 +- Wert einer initialen heurist
r +- {1}
whil-e l1l e II

Entferne 1/ aus fI

Sshraake B/

if Bl

Berechne fiir 1/ lokaLe

ischen Losung

(16 Punkte)

I

t

I
i)

{
\j . i'

\-) '.,.. '\ i r' r:.

(- Wert einer heuristischea Losung fiir 1/
if At entspricht einer giiltigen Lcisung fir Il

tf At< A

fI <- fI U Ur, ...,1*\
.return beste gefundene Lcisung mit Wert A

itA

Partitioniere

B,

A

I' it Teillnstanzen 11, . . . ,Il,
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c) (6 Punkte)

Ist der folgende Algorithmus geeignet, um eine untere Schranke in einem Branch-

and-Bound-Algorithmus zum Finden eines rlin_imAlg;1 Yer,tex-esver in einem Gra-
phen G : (V, E) zu berechnen? Begriinden Sie Ihre Antwort (falls Ihre Antwort
'JA' ist, begrilnden Sie warum die Schranke i.mmer gilt, falls Ihre Antwort 'NEII{'
ist, erkliiren Sie warum die Schranke nr,cht'immer gilt).

;!.'

€cl-le

Grr^.f

\ o.1 r:"i(.i, ! ;.t ., \,,r". - ';(. ?,0.."*r. ,.,. ..,,r.

\lu1':;.,',..,;.' i '''t 1.,:"' '" "^ -'i-.

Maybe-Lower-Bound(G : (V, E)) :

bound +* 0
r.ihiLe E + 0

(u,u) <* bellebige Kante aus ,E

entferne Lt)'t))'u) aus 7 und afle zr:'tt,r'u)'u inzidenten Kanten aus -E

else
bound <- bound*1
entferne LL)u avs l/ und alLe zu u,u tnz:denten Kanten aus .E

return bound

if lto € I/ nit (u, u,uL) e E1"1)

Bel="f.-r

o

\
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Aufgabe A3: Approximation (18 Punkte)

Betrachten Sie das aus der Vorlesung bekannte Minimierungsproblem KlptNsrps VER-
Tnx Coven ftir einen Graphen G : (V,E) mit lvl -- 3n Knoten. Nehmen Sie an, G
ld,sst sich in ein perfektes Dreiecksmatching zerteilen. Das bedeutet, es gibt eine Men-
ge T : {Ar,...,A",} von r} knotendisjunkten Dreiecken, wobei jedes Ai : (V,,Et)
ein Teilgraph von G mit drei Knoten und drei Kanten ist, d.h.V : {ul,u$,ui} wd
Eo : {(oi,uL), (uL,rL), (ub,u!)}. Weiters gilt V : UT:rVn.

Die Abbildung zeigt ein Beispiel eines perfekten Dreiecksmatchings (dicke Kanten) in
einem Graphen mit 9 Knoten.

!
I

u) (3 Punkte)

Der vollstH,ndige Graph Kn mit n Knoten ist ein Graph, in dem alle Knoten paar-
weise durch eine Kante verbunden sind. Ldsst sich der vollstiindige Graph Kp r\
ein perfektes Dreiecksmatching zerteilen? Begriinden Sie kurz Ihre Antwort.

b) (3 Punkte)

Wie viele Knoten enthzilt ein kleinstes Vertex Cover in dem Graphen K12?

-\
L
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c) (6 Punkte)

Unten sehen Sie einen Graphen mit 9 Knoten und 1

hinzuftigen, so dass der entstehende
Grofie 6 enthd,lt?
ein Vertex Cover
und markieren Sie ein Vertex Cover der Grofie 6.

Konnen Sie 7 Kanterr
ist und ein Vertex Cover d.er

markieren Sie
7 Kanten ein

t,

d) (6 Punkte)

Die komplette Knotenmenge 7 ist nach Definition immer ein Vertex Cover. Wel-
che bestmogliche Giitegarantie erftillt die Menge V fijr das Problem KlprNsrps

i

VpRlrux Covon fiir einen Graphen G, der sich in ein perfektes Dreiecksmatching
zerlegen kisst? B_eweiserr- Sie Ihre Antwort. Betrachten Sie dazu die LosungsgroBe
cool eines kleinsten Vertex Covers von G und vergleichen Sie cool mit ll/l.
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Aufgabe A1: Algorithmenanalyse

FunktionA
Laufzeit

FunktionA (n ) :

a<-2
b<-2n2 i

whiteb>1 '1
(L<-a+7
c<-n
while c) n

b<-b-a
a<-
c<-

L;"1

lT)
b) (8 Punkte) Gegeben sei die folgende F\rnktion /: N+ -+ IR.

FunktionB
Rrickgabewert ( z)

FunktionB(n):
r<-L
for 7 +- 1 bis llogr nl

fi <- 4-r
z+-j
" <- l;1

for j +- 1 bis llog, zJ
z<-z-l

return z

wenn r, > 42 und ungerade

wenn n I 42

(18 Punkte)

a) (10 Punkte) Tlagen Sie ftir das Codesttlck FunktionA die Laufzeit in Abhtingigkeit
von n in @-Notation in die nachfolgende Tabelle ein. Tragen Sie ftir das Codesttick
FunktionB den Rtickgabewert (z) in Abhiingigkeit von n in O-Notation in die

nachfolgende Tabelle ein.

wR Lo'Yo

f("):
,fu -2n*zn

(;)" *X"- rog(n)

n-3 .3n - (n + 1)3 + Iog(2") sonst

Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle die zutreffenden Felder an:

/(n) ist o( ) CIo oo keines

en X
on"

3" /
5 ,X

Jede Zeile wird nur dann gewertet, wenn sie vollstd,ndig richtig ist
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Aufgabe A.2: Stable-Matching, Starker Zusammenhang

a) (8 Punkte)

.-1 /:.

(12 Punkte)

li

1. 2. 3. 4. 5.

XY V W
YV.ZW
VX Z Y
XYW V
XVW Z

1

W
Z

5.4

C
D
D

Jede Zeile der nachfolgenden Tabelle enthzilt ein Matching. Stellen Sie jeweils fest,
ob dieses in Bezug auf obige Prd,ferenzlisten stabil oder instabil ist. Wenn ein
Matching instabil ist, dann zeigen sie das, indem Sie ein instabiles Paar angeben.

Matching stabil instabil Instabiles Paar

B

E
A

C

V
W
x
Y
Z A

A
B
C
D
E

D
tr
E
B
E

B
B
A
D

v-8, w-c, Y.A, Z-E

v-B, w-A, x-D, Y-E, Z-C ';,, . 
". 

-

V-B; W-D, X-C, Y-E, Z-A

t* V-, ,,( 2o4 t
b) (4 Punkte) Partitionieren Sie den folgenden Graphen in maximale Teilgraphen,

sodassjederTeilgIap@ist.Tragensiezusammengehorige
Knoten jeweils in eine Zeile der nachfolgenden Tabelle ein.

(Wenn Sie nicht alle Zeilen benotigen, lassen sie die iibrigen einfach frei.)

Teilgraph Enthaltene Knoten

1

t)

2

.f A , r . ir, i- . i\
t,

}

2

4

,J.
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Aufgabe A3: Graphen (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Gegeben ist der folgende Algorithmus ftir schlichte, ungerichtete, zu-
sammenhdngende Graphen Q : (V, E):

Hinweis: Das Array Markiert ist global.

WasBinlch(G):
X *A

-)( ") foreach Knoten u e V
Nachbar[u] +- false fiir alle Knoten u e V
Markiert[u] <- false ftir alle Knoten u e V
foreach Kante (u, u) inzident zu u

Nachbarfu] (- true
q<-u

= S("(z*+*-)) ;

j S (r-?+ vt*) =

: .$-' ( *' n *,^^)

t)FS ) \.ei\ 2

Q(*)
l,qlrscr^N\

!*& Kn^r"\e

oge*.o."u '\ X

6(z-) :6(*)

= . ,) ' ' 
i-\ 

' '

Hilfsfunktio"(G - {r},q)
foreach Knoten u e V

if Nachbarfz] und lMarkiert[z]
X <- X u{r}

return X

e(&\(1)) = e({)

Hilfsfunktion(G,q):
Markiertfq] <- true " I 

'l

foreach Kante (q,b) inzident nt q
if !Markiert[b]

Hilfsfunktion(G,b) l
Weiters ist ein Graph G : (V,.8) gegeben:

o (3 Punkte) Wenden Sie den Algorithmus WasBinlch auf den gegebenen Gra-
phen G an. Geben Sie die vom Algorithmus retournierte Knotenmenge X
an.

x= \",ts\

I
\
\
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o (2 Punkte) Welchen) aus der Vorlesung bekannten. Algorithmus verwendet
WasBi,nIch?

o (3 Punkte) Beschreiben Sie kurz die F\rnktion des Algorithmus und charak-
terisieren Sie die Knoten, die in der retournierten Menge X enthalten sind.

ArSr\..,Ln $io r.\ 1 Ge-te.*rte Q'srupq ^'

o (4 Punkte) Geben Sie die Laufzeit von WasBi,nlch tn O-Notation in Abheingig-
keit der Anzahl der Knoten n und der Kanten rn des Eingabegraphen an.
Begrtinden Sie kurz, wie sich diese Laufzeit ergibt.

1'
I



b) (8 Punkte) Ein ungerichteter Graph G : (V,,8) hei8t biparti,t, wenn man die
Menge V in zwei disjunkte Teilmengen Lr und I,7 so aufspalten kann, dass fiir alle
Kanten (u,*) e E gilt: u e U und tu e W. Die untenstehende Abbildung stellt
einen bipartiten Graphen dar. Die Teilmengen [/ und W sind gekennzeichnet.

o;

U w

Schreiben Sie unter jeden der nachfolgenden Graphen ,,Ja", wenn er bipartit ist
und ,,Nein" sons!. Beweisen Sie diese Angabe folgenderma3en:

o Ist ein Graph nicht bipartit, dann markieren Sie einen minimalen (bzgl. der
Anzahl der enthaltenen Knoten und Kanten) Teilgraph der nicht bipartit ist.

o Ist ein Graph bipartit, dann teilen Sie die Knoten in zwei disjunkte Teilmen-
gen (gemiifi obiger Beschreibung, z.B. durch Fd,rben oder Einkreisen).

A

C D

B
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2. Test SS 20I-7
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Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Vlatrikelnummer: Unterschrift

A2:

18

Legen Sie wd,hrend der Prtifung Ihren Ausweis ftir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabeblzitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zuldssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgerzite (keine Bleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Btichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuld,ssig.

A3:

16

Summe:

50Erreichbare Punkte:

Erreichte Punkte

Viel Erfolg!
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Aufgabe Al-: Hashtabellen (16 Punkte)

Fiigen Sie die folgenden Zahlen in die jeweiligen Hashtabellen ein, indem Sie die ange-
gebenen Hashfunktionen und Strategien ftir die Kollisionsbehandlung benutzen.

a) (4 Punkte)

Einzuftigende Zahl: 16

Kollisionsbehandlung: Quadratisches Sondieren mit ct: I und c2 : l
Hashfunktion:

h'(k) :,k mod 7

hL(k):&mod7
h2(k) : (k mod 6) + 1

Hashtabelle:

0 2 od 5 t)

b) (a Punkte)

Einzuftigende Zahl: 16

Kollisionsbehandlung: Double Hashing ohne die Verbesserung nach Brent
Hashfunktionen: Hashtabelle:

0 1 3 4 5 6

4023

c) (4 Punkte)

Einzuftigende ZahI: 79

Kollisionsbehandlung: Double Hashing mit der Verbesserung nach Brent
Wi,rd ei,n berei,ts uorhandenes El,ement aerschoben, so mnss die neue Posi,ti,on d,ieses

El e m ent e s e i,n d euti g g ek enn z ei, chn et w erd en.

Hashfunktionen: Hashtabelle:

hl(.k):kmod7 ol1l2l3l4=l 516
h2(k):(kmod6) +1 W

I l23l lszl+ol

2



d) (4 Punkte)

Gegeben sind im Folgenden mehrere Hashverfahren. Geben Sie zu jedem an, ob
es gut funktionieren wiirde, oder ob es zu Problemen kommen k6nnte. Begrtinden
Sie ihre Antworten.

I) (2 Punkte)

Multiplikatiousmethode
Tabellengro&e m:29
Faktor A:3.25

Tabellengro$e m:40
h{k):ftmod40
h2(k) : (k mod 36) + 1

..\



Aufgabe ,A'2: Bilume (18 Punkte)

a) (10 Punkte) Gegeben sei folgender AVL-Baum:

Teilen Sie alle noch nicht vorhandenen ganzen Zahlerr aus dem Intervall [0, 100]

in Teilintervalle auf, sodass jede Zahl aus demselben Teilintervall an der gleichen
Position in dem gegebenen Baum eingefiigt werden wtirde. tagen Sie nun die-
se Intervalle zusammen mit der entsprechenden Einfiigestelle sowie die Art der
Reorganisation, welche nach dem Einftigen einer Zahl in einem solchen Intervall
ausgefthrt werden muss) in die folgende Tabelle ein. Die erste Zeile in der Tabelle
ist bereits exemplarisch ausgeftillt.

Intervall Einfiigestelle Art der Reorganisation

keine einfache Rotation doppelte Rotation

0-9 links von 10



isz 7.2-'

\

zv\

t\ 
",, 

\rz 2

\'t\ q\\\}
qcR. {rss1 Ee ^Z

rD'S'{-'{

\^r.\\a oa., t\qsl E " \-

[*\ \-J
ZT.V

t\
)

['1b bz'zo

qsrr a\\B-bR SSS-\ qrq^ s\a)\ 1>

l^-}-\-,q\c.r:, ^eis\ r'vrfw(-s-of*{'*-!'-1'tY'\

.rb-\Fj'\A$rO \!rf5\:\.\ +l*r"tt>) x"aOg:'s9\ "{v(} t^

w-b/\'Y\Es\o *l"t'vq'r}sq\

\
..f*tr\ -.',P lq4 lnrr$wa na vr\tt rvraff\ v

*r*\} "rulBrrYer J'oe 5\ nT! a-L

I (:z) '"1)s?l'+

\eg ?-h) t,\r-1 tb\ 1.'p t" tri t-,: 5 |'?i>r- az i \}t- z \-

\t> 4a\ ha- zL

\rs

( q t."3*"*41

; a "€BqrV

5k?1.= [+\
qr-v\ ' Shtl \-,X5\4{

ru$-:)t: =\:Jftg.^D\ g Yrc-yS \^.r.grO

I

I

3I
\

)

\"



L

L

f S*"'s.""53 \oS .o"qaV 1

",A\tD\ -"g\-$r1',rd1) *ao\ vrlss\$r )\t'

.dan"y1-arBrat .,,\r;a St^fa1 S^-& -;trltvr .^rl€trrY wo*ao(-f)Uq\ >!P r..q.
t *ot*-e- -.*1.5& r.rqryflog\ u,$ \byilSlB,! *'$1t 

^1.'on 'or€ t*vgl SSn14 \"\?t-

Yt 1"\h: ail

t_? r?

_\-2\ "t s*n. 6rrS'.!',CJS\\-o \\c\

tfl '- e 'r*,a.6)6

r---=-l
Ll3 I v *s1\co

\'\ \btST\"I")At\"1f3 \^Y} >S6ras.r f-olt- Z3

sl.l "> *aR tr+fs,r{.zrsr

"*-6f X:.o-. SSsM

>e'c\ BtT.1 Z3

q\\SAF

>-r1O -
7c\ 

-
tbg qt lvfr},r \a, I

(,: ) b-r,So1 'f



___1_-^fm lt\
( s=.^\- \ov*$

1T*r -\:'rlT\\q.,L\}.a?1

tS :.9 v.s)

lraraj\ *P
t7hs b\-)bz zz

I
tt.
\v

Sr-r1 '^"$*scq *r.lft

r&il

% qt*) b,? l-9s5\

t.9 trg

tt,: t": F) t$

7_

t) \

\r-t a.$; =t
?8t

2,

"rL?

bg

b-:5 \-E at:
ts<21 w-fu-rsfl vr'x-r1g

"E)

t9 )-9

f"LB=!*\F-:*5{::-
\/,t

i;bj{\

l;?I
I

i1"
b t? t1'2"

--\

\Ji
;



e.€ -{ -?e-t\
b) (8 Punkte) Gegeben sei der nachfolgende B-Baum der Ordnung 5.

r Entfernen Sie aus dem angegebenen Baum den Schltissel 26.

o Entfernen Sie aus dem angegebenen Baum den Schliissel 62.

Geben Sie dabei alle Zwischenschritte an! Sie konnen sich bei der Angabe der
Zwischenschritte auf den Teilbaum beschrdnken, der sich ged,ndert hat.

23 34 49 62 67

526 63 64

"''\

54

123 45 47 51 53 58 61 73 81
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-Teir ^.Aufgabe A3: Greedy (L6 Punkte)

Betrachten Sie die folgende Modifikation des Interval-Scheduling-Problems. Ein Prozes-
sor operiert 24 Stunden am Tag, jeden Tag. Leute stellen Anfragen, um td,gliche Jobs
(Programme) auf dem Prozessor auszufiihren. Jeder solcher Jobs hat eine Startzeit und
eine Endzeit (welche z.B. in Sekunden nach Mitternacht angegeben werden kann). Wird
der Job zum Ausftihren akzeptiert, dann muss er tiiglich von der angegeben Startzeit bis
zur angegebenen Endzeit ausgefiihrt werden. Beachten Sie hier, dass ein Job auch vor
Mitternacht beginnen und erst am niichsten Tag enden kann. Weiterhin darf jeder Job
hochstens 24 Stunden dauern.

Entwerfen Sie einen Algorithmus mit Laufzeit O(n2logn), welcher iihnlich zu dem
aus der Vorlesung bekannten Greedy-Algorithmus ftir das normale Interval-scheduling-
Problem, eine grd8enmiissig maximale Teilmenge von Jobs findet, welche kontinuierlich
(tiber mehrere Tage hinweg) ohne Uberschneidungen ausgefiihrt werden kann.

Die folgende Abbildung zeigt eine mogliche Instanz dieses Problems mit 6 Jobs. Die
Beispielinstanz hat zwei optimale L<isungen: die Teilmenge die aus den Jobs 1, 3 und 4
besteht sowie die Teilmenge die aus den Jobs 2, 5 und 6 besteht.

Job6 I

I

.lob 5 l

l

Joba 
I

Job3 
|

.)ob 2

Job 1

I

II I

0 6 9 t2 i5 18 2t

1 eu$<

ir:f

24 Zcit,

Wir sagen ein Job ist "einfach", falls er vollstd,ndig innerhalb eines Tages ausgefiihrt
werden kann. Im obigen Beispiel sind die Jobs 3-6 einfache Jobs, die Jobs 1 und 2

hingegen nicht.

a) (1 Punkt) Geben Sie ein einfaches Kriterium an, welches es Ihnen erlaubt zu ent-
scheiden, ob ein Job einfach ist:

:.+a(l

\
:-':-),.'.". ' t l'""' --": ''' - i'

b) (2 Punkte) Wir sagen eine Instanz des modifizierten Interval-Scheduling-Problems
ist einfach, falls sie nur aus einfachen Jobs besteht. Stimmt es, dass der Ihnen aus

der Vorlesung bekannte Greedy-Algorithmus ftir das Interval-Scheduling-Problem,
die richtige Losung ftr jede_eilf,ache Instanz liefert? Begriinden Sie Ihre Antwort!

. *i:.t, .-,,'..' 1it r:,.,.r1 i--1 i" 
i ,'.,

\ f i - \'. 
/ r'1 '

I
1

1

I



c) (1 Punkt) Wieviele nicht einfache Jobs kann eine optimale Losung des modifizierten
Interval-Scheduling-Problems maximal enthalten?

1r ''tt i

d) (12 Punkte) Schreiben Sie nun in detailiertem Pseudocode eine F\rnktion

Menge findeMaximaleMenge( Menge einfJobs, Menge schwJobs ),
welche eine optimale Losung fiir das modifizierte Interval-Scheduling-Problem
zuriickgibt und eine Laufzeit von hochstens O(n2logn) fiir eine gegebene Menge
von n Jobs aufweist. Die beiden Parameter einf Jobs und schwJobs der Funktion
enthalten dabei die Menge aller einfachen bzw. die Menge aller nicht einfachen
Jobs der Instanz.

Sie konnen dafiir die Ihnen aus der Vorlesung bekannte Funktion, nachfolgend
als Greedy bezeichnet, in der Form Menge Greedy(Menge J) als gegeben voraus-
setzen, welche fiir eine gegebene N,{enge ,,I von Jobs, eine optimale Teilmenge fiir
das (unmodifizierte) Interval-Scheduling-Problern zuriickgibt und eine Laufzeit von
O(l Jl 1og 

| "rl) aufweist.

Die Datenstruktur Menge einer Menge rn untersttitzt die folgenden Operationen:

o m.sizeO Sibt die Gro8e der Menge m n;ir-ijck.

o m.add( Job j ) fiigt den Job j zur Vlenge mhtnnt.

Desweiteren konnen Sie alle Elemente der Menge rn mit der Anweisung
foreach j € m durchlaufen. Auf die Startzeit und Endzeit eines Jobs 7 konnen
Sie mit j . start und j . end zugreifen.

.'
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['{achen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlic}rer Blockschrift:

Nachname: Vorname:

ro

Iv{atrikelnummer: Unterschrift:

Legen Sie w[hrend der Priifung Ihren Ausweis flir Studierende vor sich auf das Prrlt.

Sie diirfen die Lrisungen nur auf die Angabebl[tter schreiben, clie Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nic:ht zulii.ssig, eventueli nritgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokurnentenechte Schreibgerzite (keine Bleistifte!).

Die Verwenclung von'Iascher.rrechnern, Ilobiltelefonen, 'lablets, Digitalkarrieras, Skrip-
ten, Btichern, N,'Iitschriften. Ausarbeituugen oder vergleichbaren Hilfsrnitteln ist un-
zuliissig.

A3: Summe:

Erreichbare Punkte:

Erreicn'te Punkt.e:

15 50

Viel Erfolg!

AZ -Ai i* ?og gS -(a \a'etErse-t*,,'

ffi

A2:
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Aufgatre AL: Dynamische Programrnierung (15 Punkte)

Gegeben sei folgende Instanz des Rucksackproblems mit Kapazitiit G : 8 und Ge.
genstdnden |A,B,C,D| mit den in der Tabelle genannten Gewichten beziehungsweise

/a
6 ft'cu(Y 'e

l*ta\. | -1 !-

Gegenstand A B C D

Gewicht

Wert 10 o 8

W-enden Sie das in der Vorlesung vorgestellte dynamische Programm ftir das Ruck-
sackproblem auf die gegebenen Gegenst6,nde an. Tlagen Sie in den weifien Zellen
der unten stehenden Tabelle die Werte aller Teillosungen ein, die der Algorithmus

C-t,,t

n

ht4
t

i.a ra - l
j

Ll

b) (3 Punkte)

In der Vorlesung rvurde auch der Algorithmus ,,Find-Solution" zum Finden der
Losung besprochen. \,Iarkieren Sie in den grauen Zeilen genau diejenigen Zellen,
die der Algorithmus ,.Find-Solution" wdhrend seiner Ausfiihrung ausliest.

c) (2 Punkte)

Geben Sie die Nlenge der fur die optimale Lrisung ausgewdJrltet Gegensttinde an.

4u -o."dt / ,3 t,'.c'l (t ,..,(y'rr' (, .{,..'. (

lo

{A, B}

:l t.c io)r,)..:* L- U, q"8,:,,'(,)., Ly ?n--*,,=t,c=C,

i-- t". {. +- a{ + t!,, fr._3 L,-l- 3. i, r,.:
; -,i !r.. !,, ./o =,0* ; :)
ti'. ] l. Lt Ac .t C 7,!: 4 1 rt|5-i.,. i-, | = l

;t, yo,( t s ,fr[" .i"r1
)5 r*.|-,to,flb - li +6 i
/. pa'.i7o,ri{ {ti;

,'? .o n,'.''
:

1 i-,t
/,t*
"1 ./l

lrl

{;o Lt> o

4 2 3 1

4

0 1 2 J 4 5 6 I 8

0 0 0 0 0 t) 0 0 0 0

A{ l c U c 'Ac ni) ,1{\ 4o

o r) to 'tn

{A,B,C}

{A, B,C, D) t) 6 /f\ /11 /{\ )



Aufgabe A2: Lokale Suche, Branch and Bound, Approximation (2L Punkte)

Betrachteu Sie den folgenden Grapirdn G ur.rd das durch die scl.ru.aLzen Knoten markierte
l'ertex Cover li'-.

a) (J Punkte;

Fiihren Sie einen Schritt der Lokaien Sucire rnittels Naclrbarschaftsstruktur firr
Vegrrx CoveR aus, wie in der Vorlesung r,orgestellt. \falkieren Sie eindeutig
welcirel Knotel dabei aus i'1,' er*fernt q'ird. --*-

b) (3 Punkte)

Wie viele versr:hieden

*)

f)
1



Betrachten Sie die folgende Instauz des TSP Problems und die durch die dicken iiuflrrcrr
Kantel rnarkielte lbur. AIle gestricheller.r Kanten haben da"s Gervicht 3.

J

c) (5 Punkce)

Firhren Sie einel Schritt der 2-Opt Lokalen Srrche durch, der ciie griiiJt,rncigliche

Verbesserung erzielt. Zeicbnen Sie die resultierende Tour in die folgende.{bbi}clung
ein.

d) (2 Punkte)

!\ielches Cewicht hat lhrr: obeu eingezeichnete'Ibur'l
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e) (4 Punkte)

\!'elche der folgenden Aussagel iiber Branch-and-Bound Algorithmen sincl korrekt'/

Kreuzen Sie genau diejenigen Antwort,en an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einern Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte fiir
diese Aufgabe vergeben.

fr In einem Nlaximierungstrlrobiem kanti nran die Betraclrtung eines Teilprc>
'blenu abbrechen. rvenn dessen lokaie obere Schranke kleiner ist als die aktuelle
globale untere Schranke.

,& O*r tr\'ert einer griltigen Losung in einem lvlinimierungsproblem ist eine glcr
bale obele Schralke.

I Die asymptotische rvorst-ca"se Laufzeit eines Branch-ancl-Bound Algoritlimus
ist irnmer polynomiell in der Eing-abegrd8e. ,-*V^;, "1.t, .,:.1).- ,',i-1..,'.1.L.1

UCA.,'^ - rQ,-,t rta' '; 1 --. {'.'f ir.ir. /,-,.:
I W'enn in eineru ],Iinimierungsproblern eine giiltige Ltisung gefunden wird.

deren Wert kleiner ist, als die bisherige giobale obere Schranke, hat rnan eine
optirnale Losung gefunden und kann das Verfahren abbrecheu.

f) (4 Punkte)

lVelche cler lolgenden Aussagen iiber Approxirnationsalgoritlunen sind kor:rekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte fiir
diese Aufgabe vergeben.

I Algorithruus A ist ein a-approxinrativer Algoritirrnus ftir ein Maximierungs-
problem wenn ftir ihn gilt. dass er fiir jede Probleminstanz eine Losung rnit
einern Wert zuriick liefert, cler den optirnalen Lrisungswert um den Faltor 1/e
rricht unterschreitet. C S ;1 :S ,A

'[ 
Algorithurus A ist ein:-approximativer Algorithrnus ftr ein Nla-ximierungs-

problern wenn fiir ihn gilt. dass er fiir jede Problertinstanz eine Lrisung rnit
einem Wert zuriick liefert, der den optirnalen Losungswert urn den Faktor :
nicht unterschreitet.

I Ftir das syrnrnetrische Jlra',eiing Salesman Problern mit beliebiger Kosten-
mptrix besitzt die Spanuing-Tree-Heuristik eine Gtitegarantie von 2"f./';"';'/-;:"'-'.f,1-''r i. " ,:. ' -ra).,;')t,;,.:.i..r,,t,"i'tr)t,-'..

I P F'iir das Prohlerir ein kleinstes !'ertex Cover fiir eineu gegebeneir Graphen zu
' ' finrlen giht es ernen Approximationsir,lgorithmrts rnit Gtitegarantie 3.
\'" 

{>1.,-1, Gi,t.: r 'l-' ': ,.,-.,-.'.i i: -i . , i '.. :.t ,",1 .- tl't-;' ',''- ' -'''.t

,... i'i-...i-;''r- rgi:' ir "7-\ ;t'.;r'-r'-31;.t' C."!t' firc'"al-'i

h) -o{4
r-U

A3t-ota
5q)



Aufgabe A3: fnterval Scheduling (14 Punkte)

Betrachten Sie fblgende Problemdefinition und dic danrnter angegebene Instanz.

Problem (gewictrtetes Interval Scheduling mit Strafkosten). Gegeben sei eine
Menge ron n Jobs 3 : {h.Jz. ..},"\ nit Jolgenden Eige'nschatten:

: Job J, stattet zum, Zeitpu,nkt s; unrl endet zum Zeitpunkt "f, ).s,.
: Job Ji hat den Wr:.rt tti > 0, wen,n er nusgeJiihtt uud, und die- Stra.ftoste'n ti ) 0,

uenn er nr,cht ausgeftihr-t tnxl.

t Zwa:i Jobs J; und ,Is sin,d konipatibei. uenn sie sich nich.t iiberlappen, also f; I s6

oder .ft 1 s; gilt.

Gesucht tst eine Te'ilmenge S C 3 uo'n paarweise kompatiblen Jobs, m,it m,atim,alem
cesamtrleu'itt, 

,r .st =f u.;_ f r,.

JiaS .li€J\S

also d,em Wert der ausgffihfien Jobs m:inus den StraJkosten der nicht au.sgefiihrten Jobs.

Ilinuei,s: \Yenn alle Strafkosten t;:0 (i - 1,.. , n) sind. ertr6lt man genau das aus der
lbrlesurig bekalnte Problen g ewic h,tete s Interu al S ch,eduling.

Joh Startzeit Ende lVert Stratkosten

J1 ,' 
-1')l - 

1
I
.lt

Jz u2:10 b:a
t..

h ft:i '"Lt : 6-
tr:0
tl-,)

f.:i 'U; :5
5o:3 ua: L2 {ti - |

t=T7 - J

I

I

I

I

I

I

I

!

I

I

I

I

I

I

I

l

i

I

I

j

I

1

l
I

I

t

I

,

t i""l

wt:7 li=10
sz: 0 fz:4
^a)3-o fz: +

J5 5;:4 +-n
I

J6 fa:6
,t7 h:5 fz :7 wt :5

1 Js



a) (2 Punkte) ,'r,, *.., ,' ' .. ..- ,; ,'.. ,. ,:, .

Berechnen Sie fur die oben angegebene Instanz, deren Jobs nicht-absteigend nach
dem Ende li (i : 1, . . . . 7) sortiert sind, die \['erte pfi) fiiL j : 1, . . . . 7. Der Wert
pU) gibt - wie in der tr/orlesung - den grd8ten Index i ( j an, so dass Job ,4

kompatibel zu J1 ist. Fiillen Sie die'Iabelle aus. Existiert keir solcher Job "I; sei

der l&'ert als p(j) : 0 deflnierc.

pl 1 p(2) pl 3 p(4) p(5) pl 6 p(7)

0 0 4 4 g
b) (6 Punkte)

Ergdazen Sie die beiden fehlenden Zeilen in nacirfolgendeur Pseudocode, so dass

nachdem der Algorithmus ausgefiihrt wurde. der Eintrag iVfi] ftir j : l. .. . , n den

Gesamtgewinn eines optimalen Schedules der Jobs Jr, J2,.. . , Ji enthiilt. Orientie-
rerr Sie sich an dem Bottom-Up Verfahren fur geuichtetes Interual Schedultng aus

der Vorlesung. Zur Berechnung von .4r'[] konnen Sie auf bereits berechnete trVerte

des Arrays :Vit sowie auf die W-erte 'uri und Strafkosten t,; aller Jolrs ,,I; zugreifen.

weightedSchedutingl.iithPenaltieq(Jobs 4, . . ., Jn):

initialisiere It'I <- Array der Liinge n * 1

M[0] +- 0

berechne Werte p(1),...,p(n) // vie in Aufgabe (a)
fotj*1ton

ire(i):j*r

tvtlj) *

else

lutljl +- I

i^-rr-' I rr'1
return ,\1

c) (6 Punkte)
I 

'. 
r'.;l

i : ':.,1 bL,AA '^LIU
Fiillen Sie die in Aufgabe (b) definierte Tabelle:l{ fiir die oben angegebene Instanz rlt-'^'c)/rar'-e'r:

mit den richtigen lVerten aus und geben Sie den optimalen Schedule mit seinem

Gesamtgewinn an.

M[1] Lr{21 M[3] turl4l r.1[5] n,1[6] t471

7 7 t' .': .,'i t;

t-:
v' 4

-)

a
I
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acxlll
Technische UniversitSt Wien

lnstitut fiir Computergraphik und Algorithmen

Algorithms and Complexity Group

186.815 Algorithmen und Datenstrukturen 2 VU 3.0

Nachtragstest SS 2016

5. Oktober 2016

Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Unterschrift

Legen Sie wd,hrend der Priifung Ihren Ausweis ftir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabeblzitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zul6ssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgerzite (keine Rleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip
ten, Biichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuldssig.

A1:

Erreichbare Punkte: 15

A2: A3: Summe:

21 74 50

Erreichte Punkte:

I

Viel Erfolg!

TT'
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Vowt apGclV
Aufgabe A1: Dynamische Programmierung (15 Punkte)

Gegeben sei folgende Instanz des Rucksackproblems mit Kapazitet G : 8 und Ge-
genstd.nden {A,B,C,D} mit den in der Tabelle genannten Gewichten beziehungsweise
Werten.

C lD

Wert
il

a) (10 Punkte)

Wenden Sie das in der Vorlesung vorgestellte dynamische Programm fiir das Ruck-
sackproblem auf die gegebenen Gegenstdnde an. Tlagen Sie in der-yei[e].Zellq.U
der unten stehenden Tabelle die Werte aller Teillosungen ein, die der Algorithmus
berechnet.

b) (3 Punkte)

e) (2 Punkte)

Geben Sie die Menge der fiir die optimale Losung ausgewdhlten Gegenstiinde an.

In der Vorlesung wurde auch der Algorithmus ,.Find-Solution" zum Finden der
Losung besprochen. Markieren Sie in den grauen Zeilen genau diejenigen Zelleu,
die der Algorithmus,,Find-Sollti9A-wehrend seiner Ausftihrung ausliest.

A

Gegenstand A B

Gewicht 4 2 3 1

10 6 8 4

0 1 2 o 4 5 6 7 8

a 0 0 0 0 0 0 0 0 0

\ 4tu -:p' \*
{Ai C C 6", i.

,'{'

{A, B} .a ,!
1 i.:t

I .1

,\
\

{A, B,C) o o &
/\q

,1-l 4&
ft._

)--
{A, B,C, D} O i,l-I .4 c, .4 -. .17- t:1

\

b)a = 6 3r. 2

$rtx -

t

{,

-\"tc.}..\j
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Aufgabe A2: Lokale Suche, Branch and Bound, Approximation (21 Punkte)

Betrachten Sie den folgenden Graphen G und das durch die schwarzen Knoten markierte
Vertex Cover W.

J

v

a) (3 Punkte)

Ftihren Sie einen Schritt der Lokalen Suche mittels Nachbarschaftsstruktur frir
VpRrpx Covpn aus, wie in der Vorlesung vorgestellt. Nrlarkieren Sie eindeutig
welcher Knoten dabei a:us W entfernt wird.

b) (3 Punkte)

Wie viele verschieden Moglichkeiten gibt es einen Knoten a;us W zu entfernen?

A\\"q

l\4

L--

1 "., . ,,.

\ '-,!-. 
,-'"r ' 

..-:"' t ', ,.,. i !\Lr j J:

L1 z

I



llr*-+ 'i *- it.,-i!'!".

Betrachten Sie die folgende Instanz des TSP Problems uncl clie durch die dicken dufieren
Kanten markierte Tour. Alle gestrichelten Kanten haben das Gewicht 3.

c) (5 Punkte) , 
2 "'" 'rtr !'' {:r4I

Fiihren Sie einen Schritt der 2-O_pt Lokalen Suche durch, der die gro8tmogliche 
.

*Jglbesserung erzielt. Zeichnen Sie die resultierende Tour in die folgende Abbildung
eln.

Lt

d) (2 Punkte)

Welches Gewicht hat Ihre oben eingezeichnete Tour? 41

5

i-

I

l/
7'\

/ t\

tl
/:l4 3

\ A II

/-

t

I o

23

2

o

2 - na '{ L\-- r" r :', i"l

7 I



e) (4 Punkte)

Welche der folgenden Auss agelii! er B ranch,-4nd- Bo. -uq.d Aigorithmen sind korrekt ?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
l- Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte ftir
diese Aufgabe vergeben.

F In einem blem kann man die Betrachtung eines Teiipro-
blems abbrechen, wenn obere Schranke kleiner ist als die aktuelleo -
globale untere Schranke.

E Der Wert einer giiltigen Losung in einem Minimierungsproblem ist eine glo-
bale obere Schranke. ,y

E Die asymptotische worst-case Laufzeit eines Branch-and-Bound Algorithmus
ist immer polynomiell in der Eingabegro3e.

f] Wenn in einem Minimierungsproblem eine giiltige Losung gefunden wird,
deren Wert kleiner ist als die bisherige globale obere Schranke, hat man eine
optimale Losung gefunden und kann das Verfahren abbrechen. ']:

f) (4 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen iiber {ff1gl-:!i9=1g_tls:fith}r9n sind korrekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte fiir
diese Aufgabe vergeben.

tr Algorithmus A ist ein e-approximativer Algorithmus fiir ein
problem wenn ftir ihn gii
einem Wert zuriick liefert

t, dass er ftir jede Probleminstanz eine Losung mit

nicht unterschreitet. 
*j

[X Algorithmus A ist ein e-approximativer Algorithmus fiir ein Maximierungs-
problem wenn ftir ihn gilt, dass er fiir jede Probleminstanz eine Losung mit
einem Wert zuriick liefert, der den optimalen Losungswert um den Faktor e

nicht unterschreitet.

n Ftir das symmetrische Ttaveling Salesman Problem mit. belieblger Kosten-

M

gLp!1ia -besitzt die Spanning-Tree.Heuristik eine Giitegarantie von 2.

Ftir das Problem ein kleinstes Vertex Cover ftir einen gegebenen Graphen zu
finden gibt es einen Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie 3.

-A

\l
!-

L

,per den optimalen Losungswert um den Faktor 1/e

e

-$" A cr\ { ?" -L.".i-": (r

-. i)? ".

Co?t

i

".'

z;'.

CeGr

\
LI
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Aufgabe A3: Interval Scheduling (14 Punkte)

Betrachten Sie folgende Problemdefinition und die darunter angegebene Instanz.

Problem (gewichtetes Interval Scheduling mit Strafkosten). Gegeben se,i e,ine

Menge uon n Jobs J: {./r, Jz,. . . , J.} mi,t folgend,en Ei,genschaften:

o Job Ji startet zum Ze'itpunkt si und endet zum Zer,tpunkt fa ) s6.

o Job Ji hat den Wert ui ) 0, wenn er ausgffihrt w'ird,, und di,e Strafkosten ti ) Q,

u)enn er ni,cht ausgefiihrt wi,rd.

o Zwez Jobs Ji und Jp sznd kompatlbel, wenn si,e si,clt ni,cht tiberlappen, also f6 I sp

oder f7* { si gi,lt.

Gesucht i,st ei,ne Tei,lmenge S c J uon paarwe,ise lcompatr,blen Jobs, mit matimalem
Gesamtoew'inn.

G(s) :D.u- I ti,
JieS ./t€.7\S

also d,em Wert d,er ausgefiihrten Jobs m'inus d,en Strafkosten rl,er nicht ausgeftihrten Jobs

Hinwe'is: Wenn alle Strafkosten t1 : 0 (z - 7,... , n) sind, erhiilt man genau das aus der
Vorlesung bekannte Problem gewi,chtetes Interual Scheduli,ng.

Job Startzeit Ende Wert Strafkosten

J1 st:1 ./r:3 'lD7 7 fr:10
Jz S2 0 fz:4 W2 10 tz:0
J3 S3 , fs: 4 ug:2 fs:o
Ja s+:3 ft:5 W4 6 ta: 5

Js S5 4 .fs:5 ts--2
Ja 5o:3 fa:6 wa: 12 ta

L6: I

Jt S7 5 fz :7 U7 5 tt:5

!o.. 'r:-.tt,\ {",

t'ta") = Ci

,-,1 Li : (t

A
;f .. . : /\

,l i'" t /'

1:. r, i:

iril"i r'

I"' ;-

Jz

0 1 2 3 4 5 6 TZeit

'Ur:5

J1

J2

Ja

Jg

Ja
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a) (2 Punkte) {r:
Berechnen Sie frir die oben angegebene Instanz, deren Jobs nielr!:-a_bp-telge-nd nach
dem Ende fi U : 1,.. .,7) sortiert sind, die Werte p(7) frir j - 1,...,7.Der Wbrt
p(j) gibt - wie in der Vorlesung - den gro8ten Index i < j an, so dass Job -I;
kompatibel nt Ji ist. Ftillen Sie die Tabelle aus. Existiert kein solcher Job .I1 sei
der Wert als p(j) : 0 definiert.

p(L) p(2) p{3 p(4) p 5 p(6) p(7)

0 0 4

b) (6 Punkte)

Ergd,nzen Sie die beiden fehlenden Zerlen in nachfolgendem Pseudocode, so dass
nachdem der Algorithmus ausgefiihrt wurde, der Eintrag Mj) tnr j :1,. . . , n den

9esamtgelv-inn eines optimalen Schedules der Jobs fi, J2,..., -I3 enthrilt. Orientie-
ren Sie sich an dem Bottom-Up Verfahren fijr gewi,ch,tetes Interual Scheduling aus
der Vorlesung. Zur Berechnung von M[j] konnen Sie auf bereits berechnete Werte
des Arrays l,z1 sowie auf die Werte uri und Strafkosten fi aller Jobs -/, zugreifen.

weightedSchedulingWithPenal-ties(Jobs J1, . . . , Jn):

i,niti,ali,si,ere M <- Amay der Ldnge n * I
111[0] <- 0
berechne Werte p(7),...,p(n) // wie in Aufgabe (a)
foti:lton

irp(j):j-t

Mlj) <- -i t \t ti-{1 [cei*e. Qt*te

else

rvfb\ +

{ --- \Jo+ ".J' ".il '

-\

retrlrrr M
c) (6 Punkte)

Fiillen Sie die in Aufgabe (b) definierte Tabelle M fnr die oben angegebene Instanz
mit den richtigen Werten aus und geben Sie den optimalen Schedule mit seinem
Gesamtgewinn an.

M 1 M 2 M 3 M 4 M 5 M16) M I

7 7 1 4\ 44 4L q

of'f 1p r

rl-S. $ t.>)
)\
\^ti-{17tr"

F= ?9) {4
ir \tttc:t1 !

13*ll"-cl-"1

1

l1
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Technische Universitit Wien

lnstitut fiir Computergraphik und Algorithmen

Algorithms and Complexity Group

186.815 Algorithmen und Datenstrukturen 2 VU 3.0

l.Ubungstest SS 2016 cpGbt-
23. Juni 2016

Machen Sie die folgenden Angaben bitte il deutlicher Blockschrift:

Nachname: Voruame;

Matrikelmrrnrner: Unterschrift:

Legen Sie w6hrend der Priifung [hren Ausruei-" fur Studierencle vor sich auf r]a; Pult.

Sie diirfen tlie Losungerr nur auf c).ie Angabe.bliitter scrhreibel^ die Sie vcln der Aufsicht
erha,lten. Es ist nicht zrrliissig. eventuell uritgebrachtes eigenes Papier zr: verweuden.
Benutzen Sie bitte dokurnentelechte Schreibgerd,te (keine Blelstifte!).

von

Erreichbare Punkie:

Erreichte Punlte:

17 i3

Viel Erfolg!

;0

A,t - Az i* e.e Stf+ Laspv-qqra_

TI'
WIEN

Summe:A2',

20



Aufgabe A1: Dynamische Programmierung {L7 Punkte)

Das I'Iinimurn-\fo'eight Vertex Cover Problem sei u'ie folgt defi'niert''

Problem (Minirmrm-Weight Vertex Cover)' Cegeben sei ein sclzlichtt:r Graph G :
(V, E) mi.t posltwen Krtoteigewtchten w,, € R+ 'fur alle Knoten t: €' V ' Gesucht ut
'ein 

i"rtm Couer V' c V mit m,ini,malem Gewi'cltt, d'h' fiir jede Kante {u'u) e E gilt

i;, rt; i' + A und.l,rr., w,, ist m'i'nim'al 'iibe'r alle miigli'chen Verte* Couer aon G '

a) (8 Punkte)

trlarkieren Sie in deu beiden angegebenen Graphen jeweils ein Vertex Cover mit

minimalem Gewicht. Die Werte in den I{noten entsprechen dabei den Knotenge-

wichten.

| -)t-, r-,- L' i;'t

-J H.r"-,. IQ,"rslLr
t"

- .i i ,.

| :',' ,: /;. .&. . -, -''

/,t n.,n . \\/t4i*J+:),r'/ )

; LJt,i AIL:-"i-,"J+r Cs;-1

*.1-'),,-A--[,;a.,

@o

-- '";r.,,)li, ;i, t;b -n-.'1 -!

r ".(C-n jltj*l tt
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b) (9 Punkte)

Betrachten Sie nun den Fall, dass der gegebene Graph ein Baum I ist. Ln Folgen-
den ist eiri Gertist fur einen Algoritlunus in Pser.rdocode gegebeu. der das tr{inirnurn-
Weight Vertex Cot'er Problem auf Bdumen mitteis dynamischer Progranrmierung
lcisen soll.

Die Struktur entspricht dern aus der Vorlesung bekannten Algorithuus zul Be-

rechnung eines \la-ximum-lVeight Independent Set auf Biiumen. Fiir jedeo Kuoten
u € 7 (mit Cervicht ro,) sollen die Tabelleneintriige:Id,ful und j!/"*[u] ausgefiillt
werden. Arn Ende enth5^lt i!Ii"[u] den bestel Wert fiir eine Lcisung des'Ieilbaums
7; mit u als lVurzel. so riass u Teil der Losung ist. Aquiralent enthiilt r\y'*1[u] den

besteri Wert einer Losung f,j.t Tr, aber unter der Annahme, dass u nicht Teil cier

Losung ist.

Arn Ende soll del Algorithmus d*Jg.lgl14lClgyltht eines Vertex Cover von T
retournieren. Ergdnzen sie die markierter.r Zeileu so, dass der Algorithmus korrekt
ist. Definieren Sie (falls notig) eigene Notation.

Mlnimnm-lJe ight-Vert ex-Cover- In-A-Tree (Baum l' : {V. E)) :

Wcihle eine Wurzelr €V aus

foreach Knoterr, u in'f in Postorder do
lf u i,st ein Blat-t,

;V4,[u] <- tJtt

else // u ist keia B1att

lvli"lu) <-

I ,ur,,r;"1 *

return

-.i _

,-,:.i !:;, ;:,: r:._:.

:.:;1. :'t.l';.,1 !'-.,; '. .-'.:-. .-:

-&I,,", [u.1 +-

,"tfat9.,lpl,qxtrt\

wu +2 f:; trJ , he*alvllr.-:;,
ve \)

o

V4t lI, ,\ r^. Lv]

Yi\ ,r) lar., f.r] , nr*aL.1



b) (9 Punkte)

Betrachten Sie nun den Fall, dass der gegebene Graph ein Baum ? ist. Im Folgen-
den ist ein Genist fur einen Algorithmus in Pseuclocode gegeben. der das \{inimurn-
Weight Vertex Cover Problem auf B8unien mittel-. dynarnischer Progranrmierung
Itisen soll.

Die Struktur entspriclrt dem aus der Vorlesung beka,nlten Algorithurus zul Be-
rechnurrg eines }laximum-Weight Independent Set auf B5umen. Fiir jeden Knoten
u € v'- (mit Cewicht ru*) sollen die Tabelleaeintriige ,['["lu] und ,]G*lo] ausgefiillt
werden. Am Ende entirdlt :I{"iu] den besten W-ert fiir eine Losung des'Ieilbaums
?1,, mit u aJs lVurzel, so dass u Teil der Losung ist. Aquilalent enthdlt ,1.fo6[a] den
besten Wert einer Ldsung t,.}.r Tr. aber unter der Annahme. dass u nitht Teil der
Ldsung ist.

Arn Ende soll der Algorithmus d*Jgrl4ge!g!!-!!!! eines Vertex Cover von T
retournieren- Ergdnzerr sie die markierten Zeilen so, dass der Algorithmrrs korrekt
ist. Definieren Sie (falls notig) eigene Notation.

Mlninun-l,ie i ght-Vertex-Cover - In-A-Tree (Baum 1' : (V, E)) :

Wtihle ezrr,e Wurzelr e V a'us

foreach Knoterr,'u zrt,'.1"' in Postorrler do
if u ist ei.n Blatt

,t4"["] +- L';tl

nit/,*["] *

else // u ist kein Blatt

.+.Ii,lu] *-

Mou"fu7 ?

return

d{ar,t"Nelau(,t\

k\
, t, 

^ ,Yo'tn,
I

f
!t:.Jj: tf

2* rt^- [v],l€

/\/ '' .*l I
I I ,r. L-i i r it6,*r.-i \ 

1
,rfuL

\

-t
u

'r\. /. ,t,i\, 1...



Aufgabe A2: Approximation und Polynomialzeitreduktion (20 Punkte)

Betrachten Sie erneut, das }linirmun-W'eight \crtex Cover Problem aus Aufgabe 1.

Problem (Minimum-Weight Vertex Cover). Gegeben sez etn schh,ch.ter GraphG:
(V, E) rnif positiren. Kn,otengeruichte'n u,, ;. W,* .t'iir alle Knote,n u (, V . Gesucht ist
etn Verler CouerV' CY 'ni,t mzrtimalem Geuti.cht, d,.h. fiir jede Kante (u.'t) e E gi,lt

{u, u} n V' + 0 u,nd, 1,.y, tu, 'isl m,inim.al ij,ber alle miiglichen, Vertet Couer aon G.

a) (10 Punkte)

Nehrnen Sie riun zusiitziich an, dass in G : (t/, E) alle Knotengewichte u,, firr t, € Y
nur lVerte aus rler l{enge il,2.3} sir:d.,,\ngenommen Sie wenden den unten an-
gegebenen ;\pproxirnationsaigorithmus Approx-Vertex-Cover aus der Vorlesung
unverd"ndert auf den gewichteten Graphen G an. Be,itzt dieser Algr:rithrnus dann
immer noch eine konstante Gr-itegarantie filr das \{inirnurn-tr\,'eig}rt Vertex Cover
Problem auf G? Begriinden Sie Ihre Antx,ort und geben Sir: ggf. die erzielbare
Giitegarar:tie an.

Approx-Vertex-Cover(Graph G : (V. E))

C *{t
wh'ile D l'l

wiihle eine beliebige Kante (u, u) e D
C+-Cu{u,u}
eritferne aus E alle Kantel. die inzideut zt u oder u sind

return C

1

Lr'1



c) (4 Punkte)

Seien X, Y und Z drei Ja/)'leil-Probleuie in NP. \\'eiters seien fiay ein Redukti-
onsalgorithnus von X auf 1/ rnit Laufzeit O{n3) und Rys ein Reduktionsalgorith-
rnus von Y arf Z mit Laufzeit O('n').

\Velche der folgenden Aussagen sind korrekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden Punkte fiir
diese Aufgabe vergeben. it-y dLr\AAr"z,{,J 

^,.x- 
l.d)

er*;;.-^. fr W""" Z effiziert ltisbar ist, claln ist auch X effizient **1-1 *-u""4
d J^A

ht,.r.t Wenn X effizient ltisbar ist, dann ist a,ulrh Z
i.:..,.,- L

vq,-*r, Wenn Y NP-vollstd.ndig ist, dann ist auch X

ToL.tn
/rDe* o,t
9 rt\

I U,'*on Y NP-vollstiindig ist, dann ist atrch Z NP-vollstiindig.

d) (2 Punkte)

Seien X, Y und Z wieder drei Ja/)'lein-Probleme in NP' Weiters seien R76y ein

Reduktiorsalgorithmus von X auf Y mit Laufzeft A(n3) und fiys ein Reduktions-
algorithmus von Y auf Z utltLautzeil, O(nz).

Nehmen Sie an, Sie kennen einen Algorithmus, der eine Instanz von Z der Grijflc
n h Zeit O{n") lost. In *-elcher asymptotischen Laufzeit ktilnen Sie dann eine

Instanz von X der Grti8e n ltisen?

iin*i^'i 
n= ,otr,q\S

3;.,c,5- I

1

b) (4 Punkte)

Welche der folgeuden Aussagen iiber NP-Vollstiindigkeit sind kolrekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler {falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte ftir
diese Aufgabe vergeben.

fr Wenn es einen poh,nomiellerr Algolithmus fiir I:vnEpnNDE.\t'Se"r gibt, gilt

V**yj ar4d; ,,, c sty':.'1t '.) t' ' :!, - t:.-.,;-a lr-r vvenn i +Nip gilt, clann gibt es^keinen pol)'nonliellen Algorithmus ftir Ix-
Spr,')^rf/+l / DEPENDENT SE.r auf BSumel. {: ;,';':1',.-':.', '.4':ice-}a+;'.'-t-} ''!': !,>1;-1 

i.=-- -'
^,l xta5 I X Fiir & : 12 kann man in Zeit, O(n) bestimrneu, ob ein sghlichte"r Graph Gv ',rrit n Knoteu ein Vertex Covcr cler GrotJe < A'besitzt. )"t" . i" '.t l- ,:1--' *.1'vt,l'o-. r \Qit.- , 6i7-, : .,.': ,-..);t

Y'ly-,"r-jfi W'enn P I NP gilt, dann existielt kein polynomieller Algorithmus fur das
'Vd4"''* ^ I 'Problem Ser CovrR.
s6li)*t'" "

+t'+-



Aufgabe A3: Branch and Bound (13 Punkte)

Betrachten Sie die tblgende Instalz des R,ucksackprobleras. Die Gewiclrte utrd l,{'erte
der Gegenstdnde sinci in der 'I'abelle angegeben. Die Kapazitit des Rucksacks tretrdgt
G:20.

Gegerxtand A B C D

Gewicht
'1'.

8 7 l0 J

Wert 64 49 120 18

Verhti.ltnis I + /R
a) (2 Punkte)

Berechnen Sie die trVert-Gewichts-Verhiiltnisse ailer Gegenstiinde und tragen Sie
diese in obiger Tabelle ein. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Gegenstiinde
betrachtet w-erden, wenn Sie den Branch-and-Bound Algorithmus der Vorlesung
anwenden.

l1'.),;PJ.,.,a . F;. lg.
. , /'-r , u 

-,\lo'./yttt.,,,+'. t ti"1,L.'-",1..,') ( t'.t1\ ,^,1j 6r).'r .Tlrr'\
: ' '/{' }t v / l\J A)/

b) (9 Punkte)

\l'enden Sie den verbesserten Branch-and-Bound-Algorithmusl aus der Vorlesung
auf die Instanz an. Nutzen Sie dabei clie Depth-first Strategie zur Auswahl des
n6chsten 'Ieilproblems. Verurenden Sie zur Ldsung cler Aufgabe den leeren Bratch-
and-Bound Baum auf der niichsten Seite.

Geben Sie in jedem Knoten an, ir welcheur Schritf er besuclrt wird und welchen

lVert die zugehdrigen unteren und oberen Schranken habeu, bzw. markieren Sie.
wenn es keine gi-iltige Losulg geben kann. Geben Sie an den Kanten klar an, welche

Branchiug-Entscheidung getroffen wird. Beachtea Sie. dass der Batrnr rrath Bedarf
errveitert werden muss und zeichten Sie die zusiitzlich benotigten Kanten und
Knoten-

lZur Erinnerung: f)ie tntere Schranke w"ird duch einen Greedy-Algorithmus bera:hnet. fiir die obere

Schranl<e k<innen GegenstS.nde auch partiell eingepackt werden. Die Reihenfolge, ia der die Ge'
genstande beirachtet werden, ergibl sich aus deu Wert-Gewichts-Verhiiltnissen (s. Aufgabe 3(a])'
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c) (2 Punkte)

Gebea Sie die optimale Lrisung uud clen zugehorigen Lcisungswert an.

i c,b&
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L':
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Schritt:
L,:
U':
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Aufgabe A1: Dynamische Programmierung (17 Punkte)

Das Minimum-Weight Vertex Cover Problem sei wie folgt definiert.

Problem (Minimum-Weight Vertex Cover). Gegeben sei e,i,n schlichter Graph G :
(V, E) mi,t posi,ti,uen Knotengew'ichten u;, e IR+ fiir alle Knoten u e V.\,Gesucht i,st

ei,n Verter Couer V' c V m'it mi,ni,malem Gewi,cht, d.h. fiir jede Kante (u,u) e E gi,lt

{u'u} )V' + 0 und Laev,u, ist mini,mal tiber alle mr)gli,chen Verter Couer uon G.

a) (B Punkte)

Markieren Sie in den beiden angegebenen Graphen jeweils ein Vertex Cover mit
minimalem Gewicht. Die Werte in den Knoten entsprechen dabei den Knotenge-
wichten.

z_ =L

/1 - Z
4
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Aufgabe A.1: Dynamische Programmierung (1"7 Punkte)

Das Minimum-Weight Vertex Cover Problem sei wie folgt deflniert.

Problem (Minimum-Weight Vertex Cover). Gegeben sei ein schli,chter Graph G :
(V, E) mr,t posi,ti,uen Knotengewi,chten u.,, € IR.+ fiir atte Knoten u € V .\,.Gesucht tst
ei,n Verter Couer V' c V mit mi,n'imalem Gewi,cht, d.h. fiir jede Kante (u,u) e E gi,lt

{u,,u} ) V' * A und Daev,uto 'ist minimal iiber alle mdgli,chen Verter Couer uon G.

a) (B Punkte)

Markieren Sie in den beiden angegebenen Graphen jeweils ein Vertex Cover mit
rninimalem Gewicht. Die Werte in den Knoten entsprechen dabei den Knotenge-
wichten.

. 
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b) (9 Punkte)

Betrachten Sie nun den Fall, dass der gegebene Graph ein Baum 7 ist. Im Folgen-
den ist ein Gertist ftir einen Algorithmus in Pseudocode gegeben, der das Minimum-
Weight Vertex Cover Problem auf Bdumen mittels dynamischer Programmierung
Iosen soll.

rechnung eines Maximum-Weight Independent Set auf Biiumen. Ftir jeden Knoten
u e V (mit Gewicht tu,) sollen die Tabelleneintrd,ge l\[i"lu] und Mo,1[z] ausgeftillt
werden. Am Ende enthtilt Mi"lu) den besten Wert fiir eine Losung des Teilbaums
Tu lrnit u als Wurzel, so dass u Teil der Losung ist. Aquivalent enthrilt Mr*1lul den
besten Wert einer Losung fijr \, aber unter der Annahme, dass u ni,cht Teil der
Losung ist.

Am Ende soll der Algorithmus das minimale Gewicht eines Vertex Cover von T
retournieren. Ergdnzen sie die markierten Zellen so, dass der Algorithmus korrekt
ist. Definieren Sie (falls notig) eigene Notation.

Min imun-We i ght -Vert ex-Cover- In-A-Tre e ( Baum 7 : (V, E)) :

Wrihle e'ine Wurzelr e V aus
foreach Knoten u in T i,n Postorder do

if u ist ein Blatt

Mi"lul +

Mo,llu] <-

else // u ist kein Blatt

Mi"lu] + \N
\-
Z_ l"^A \ s.

L\,cr,\G \,/au
\l

return

M"*{u] *

lr)
U

t,,.((,:..::, Jr.'!
M r n Cs"-\



Qs-p Z -2e4\
Aufgabe A2: Approximation und Polynomialzeitreduktion (20 Punkte)

Betrachten Sie erneut das Minimum-Weight Vertex Cover Problem aus Aufgabe 1.

Problem (Minimum-Weight Vertex Cover). Gegeben sei ei,n schli,chter Graph G :
(V, E) mtt posi,ti,uen Knotengewi,chten'u, € JR+ fiir alle Knoten u e V. Ge'sucht i,st

ein Verter Couer V' C V m'it m'in'imalem Gewi,cht, d.h. ftir jede Kante (u,u) e E gi,lt

{u,u} )V' + 0 und Duev,ru, 'ist mini,mal iiber alle mtigli,chen Verter Couer uon G.

a) (10 Punkte)

Nehmen Sie nun zustitzlich an, dass in G : (V, E) alle Knotengewichte u, fiir u e V
nur Werte aus der Menge {7,2,3} sind. Angenommen Sie wenden den unten an-
gegebenen Approximationsalgorithmus Approx-Vertex-Cover aus der Vorlesung
unverdndert auf den gewichteten Graphen G an. Besitzt dieser Algorithmus dann
immer noch eine konstante Gtitegarantie ftir das Minimum-Weight Vertex Cover
Problem a$. G? Begriinden Sie Ihre Antwort und geben Sie ggf. die erzielbare
Gtitegarantie an.

Approx-Vertex-Cover(Graph 6 : (V, E)):

c <-a
while E * A

I wehle eine beliebige Kante (u,u) e E
I C <-Cu{u,u}
f entferne aus E alle Kanten, die inzident zu u oder u sind

return C

i-,.1 /-,,)i'. \r"t':'' l'a t '"':' 
r'
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b) (4 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen iiber NP-Vollqtiindigkeit sind korrekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte fiir
diese Aufgabe vergeben.

D Wenn es einen polynomiellen Algorithmus fiir lNopppNopNr SBr gibt, gilt
P:NP.

E Wenn P I NP gilt, dann gibt es keinen polynomiellen Algorithmus fiir IN-
DEPENDENT SET auf Briumen.

n Fiir k -- 12 kann man inZeit O(n) bestimmen,..ob ein schlichter Graph G
mit n Knoten ein Vertex Cover der GioBe i /c besitzt.

E Wenn P I NP gilt, dann existiert kein polynomieller Algorithmus ftir das
Problem SBr Covpn.

c) (4 Punkte)

Seien X, Y und Z drei Ja/Nein-Probleme in NP. Weiters seien,B,yy ein Redukti-
onsalgorithmus von X a:uf Y mit Laufzeit O{"') wd Ry2 ein Reduktionsalgorith-
mus von Y auf Z rlirit Laufzeit O("').

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

Kreuzen Sie genau diejenigen Antworten an, die eine wahre Aussage
darstellen. Bei einem Fehler (falsches oder fehlendes Kreuz) wird noch
1 Punkt vergeben, bei zwei oder mehr Fehlern werden 0 Punkte ftir
diese Aufgabe vergeben.

E Wenn Z effizienl losbar ist, dann ist auch X effizient losbar.

E Wenn X effizienl losbar isL, dann ist auch Z effizient losbar.

n Wenn Y NP-vollst6indig ist, dann ist auch X NP-vollstrindig.

n Wenn Y NP-vollsttindig ist, dann ist auch Z NP-vollstEindig.

d) (2 Punkte)

Seien X, Y und Z wrcder drei Ja/Nein-Probleme in NP. Sbiters seien ,?1y ein
Reduktionsalgorithmus von X auf Y mit Laufzeit O(n3) und Rvz ein Reduktions-
algorithmus von Y auf Z mit Laufzeif O{n2).

Nehmen Sie an, Sie kennen einen Algorithmus, der eine Instanz vor_ Z der GroBe
n inZeit O(n'u) lost. In welcher asymptotischen Laufzeit konnen Sie dann eine
Instanz von X der Gro8e n losen?



Aufgabe A3: Branch and Bound (13 Punkte)

Betrachten Sie die folgende Instanz des Rucksackproblems. Die Gewichte und Werte
der Gegenstrinde sind in der Tabelle angegeben. Die Kapazitait des Rucksacks betriigt
G :20.

Gegenstand A B C D

Gewicht 8 7 10 ,f

Wert 64 49 720 18

Verhiiltnis

a) (2 Punkte)

Berechnen Sie die Wert-Gewichts-Verhriltnisse aller Gegenstdnde und tragen Sie

diese in obiger Tabelle ein. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Gegenstdnde
betrachtet werden, wenn Sie den Branch-and-Bound Algorithmus der Vorlesung
anwenden.

b) (9 Punkte)

Wenden Sie den verbesserten Branch-and-Bound-Algorithmusl aus der Vorlesung
auf die Instanz an. Nutzen Sie dabei die Depth-first Strategie zur Auswahl des

ntichsten Teilproblems. Verwenden Sie zur Losung der Aufgabe den leeren Branch-
and-Bound Baum auf der niichsten Seite.

Geben Sie in jedem Knoten an, in welchem Schritt er besucht wird und welchen
Wert die zugehorigen unteren und oberen Schranken haben, bzw. markieren Sie,

wenn es keine giiltige Losung geben kann. Geben Sie an den Kanten klar an, welche

Branching-Entscheidung getroffen wird. Beachten Sie, dass der Baum nach Bedarf
erweitert werden muss und zeichnen Sie die zusd,tzlich benotigten Kanten und
Knoten.

lzur Erinnerung: Die untere Schranke wird durch einen Greedy-Algorithmus berechnet, fiir die obere
Schranke kOnnen Gegenstiinde auch partiell eingepackt werden. Die Reihenfolge, in der die Ge'
genst5nde betrachtet werden, ergibt sich aus den Wert-Gewichts-Verhiiltnissen (s. Aufgabe 3(a)).
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c) (2 Punkte)

Geben Sie die optimale Losung und den zugehorigen Losungswert an.
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Matrikelnummer: Unterschrift:

Legen Sie wiihrend der Prtifung Ihren Ausweis fiir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie diirfen die Losungen nur auf die Angabebl:itter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zuliissig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgeraite (keine Bleistifte!).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip-
ten, Biichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-

zul6ssig.

A2 Summe:

50Erreichbare Punkte: 16 22 12

Erreichte Punkte:

WIEN

Viel Erfolg!

TI.J
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Aufgabe A1: Hashtabellen (16 Punkte)

Fiigen Sie die folgenden Zahlen in die jeweiligen Hashtabellen ein, indem Sie die ange-
gebenen Hashfunktionen und Strategien fiir die Kollisionsbehandlung benutzen.

a) (4 Punkte)

Einzufiigende Zahl: 26

Double ohne die Verbesserung nach Brent

Hashfunktionen:

h{k):kmod11
h2&) : (k mod 8) + 1

b) (a Punkte)

ILL(k):kmod11
h2(k) : (k mod 5) + 1

Hashtabelle:

8 I

Einzufiigende Zahl: 26

Kollisionsbehandlung: Double Hashing mit der Verbesserung nach Brent
Wird, ei,n berei,ts uorhandenes Element uerschoben, so muss d,ie neue Posi,ti,on di,eses
Elem ente s ei,n deuti,g g ek ennz eichn et w erden.

Hashfunktionen: Hashtabelle:

7

B4

b

77.),

10

o lrlzlgla lrlo lz ls lglro

54
.)

2

33

10
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c) (8 Punkte)

Gegeben sind im Folgenden mehrere Hashverfahren. Geben Sie zu jedem an, ob
es gut funktionieren wiirde, oder ob es zu Problemen kommen konnte. Begninden
Sie ihre Antworten.

I) (2 Punkte)

Multiplikationsmethode
TabellengroBe m:2to
Faktor A: i

II) (2 Punkte)

Multiplikationsmethode
Tabellengrd8e nz : 13

Faktor A:2
III) (2 Punkte)

Divisions-Rest-Methode
Tabellengro&e m:25
h(k) : (,k + 1) mod m

IV) (2 Punkte)

Divisions-Rest-Methode mit Double Hashing
TabellengroBe m:27
hL(k):kmod23
hz(k) : (k mod 6) + 1

-)



Aufgabe A2: Biiume (22 Punkte)

a) (12 Punkte)

Gegeben sei der Wurzelknoten root eines (vermeintlichen) B-Baumes. Schreiben
Sie eine rekursive Funktion int checkBTree(node, leftBound, rightBound) in
detailliertem Pseudocode, die tiberpriift ob der Baum tatsiichlich ein giiltiger
B-Baum ist. Die Funktion soll die Hohe des Baumes zuriickgeben oder -1 falls
es sich um keinen giiltigen B-Baum handelt.

Sie kcinnen davon ausgehen, dass jeder Knoten ftir sich genommen ein
korrekter Knoten ist, d.h. die Anzahl der Schltissel/Kinder, sowie die
Ordnung der Schliissel innerhalb eines Knotens ist korrekt.

Die Parameter der Funktion sind wie folgt definiert:

r node ist ein Knoten des B-Baumes,

o leftBound und rightBound geben das geschlossene Intervall an, in dem sich
die Schltissel des tibergebenen Knotens befinden dtirfen.

Die Datenstruktur eines B-Baum-Knotens r ist wie folgt definiert:

r r.key[xJ, 1 1r - Ein Array das die Schliissel des Knotens speichert.

o r. chil-d [x1 , 0 I r - Ein Array das Verweise auf die Kindknoten speichert.

o Bldtter sind Knoten mit r.key.sizeO == r.chi1d.sizeO == O,

Arrays erlauben Ihnen ausschliefilich die folgenden Operationen:

o a [x] .- Indexzugriff auf das Element an Position r des Arrays o,.

o a. size O - Gibt die Anzahl an gespeicherten Elementen im Array a zunick.

Sie konnen davon ausgehen, dass der B-Baum paarweise verschiede-
ne ganzzahlige Schliissel aus [0, 100] speichert. Die Funktion wird mit

checkBTree(root, 0, 100) aufgerufen. I
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b) (10 Punkte) Gegeben sei folgender AVL-Baum:

Teilen Sie alle noch nicht vorhandenen Zahlen aus dem Intervall [0, 100]

ln aus an der gleichen
Position in dem gegebenen

se Intervalle zusammen mit
Baum eingefiigt werden wrirde:l Tragen
der entsprechenden Einftigestelle sowie

G'-' ' '

\.;l. . l;..1. )

Sie nun die-
die Art der

Reorganisation, welche nach dem Einfiigen einer Zahl tn einem solchen Intervall
ausgefuhrt werden muss, in die folgende
ist bereits exemplarisch ausgefiillt.

Tabelle ein. Die erste Zeile in der Tabelle

Einfiigestelle Art der Reorganisatibn

keine einfache Rotation doppelte Rotation

0-6

[ -lz
1q * {'}

4t * :: r-t
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Aufgabe A3: Greedy Algorithmen (12 Punkte)

a) (6 Punkte)

Geben Sie zu jedem der folgenden drei gewichteten Graphen an, wieviele minimale
Spannbiiume der Graph hat.

2 4 3

Anzahl: Anzahl: Anzahl:
b) (6 Punkte)

Betrachten Sie das sogenannte &-Minimum Spanning Tlee (,h-MST) Problem, wel-
ches wie folgt definiert ist.

Eine Instanz des k-MST Problems ist gegeben durch einen kantengewichteten zu-
sammenhd,ngenden Graph G : (V,E) mit Kantengewichten c(e) : E -+ IR. und
eine natiirliche Zahl k mit k > 2. Gesucht ist ein zusammenhiingender Teilbaum
von G mit genau k Knoten und minimalem Kantengewicht.

Was wtirde passieren, wenn Sie die bekannten Algorithmen von Prim bzw. Kruskal
auf das Problem anwenden und beide Algorithmen nach k- t hinzugeftigten Kanten
abbrechen? Zeigen Sie, dass beide Algorithmen das falsche bzw. kein optimales
Ergebnis liefern, indem Sie die folgenden Gegenbeispiele vervollstiindigen.

I) (3 Punkte)

Geben Sie ftir den folgenden Graphen Kantengewichte an, sodass der modifi-
zierte Algorithmus von Kruskal fiir k: 4 ein falsches Ergebnis liefert.

II) (3 Punkte) Geben Sie fiir den folgenden Graphen Kantengewichte und einen
Startknoten an, sodass der modifizierte Algorithmus von Prim fiir k : 4

beginnend mit dem angegebenen Startknoten ein falsches Ergebnis liefert.

3

4

1

4

3

4

1

4

4

25
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Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:
t/

Nachname: Vorname:

Ilnterschrift

Legen Sie wtihrend der Priifung Ihren Ausweis fiir Studierende vor sich auf das Pult.

Sie dtirfen die Losungen nur auf die Angabebltitter schreiben, die Sie von der Aufsicht
erhalten. Es ist nicht zulSssig, eventuell mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.
Benutzen Sie bitte dokumentenechte Schreibgeriite (keine Bleistifte! ).

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Tablets, Digitalkameras, Skrip
ten, Btichern, Mitschriften, Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist un-
zuld,ssig.

Erreichbare Punkte: 20 20

Summe:

5010

Erreichte Punkte

Tt,
WIEN

Viel Erfolg!

Matrikelnummer:
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Algorithmenanalyse

IunktionA(rz);
r <* 50000
while r > 1

for 7 +- 1 Uis lrz.]
z<-2j

*<-Z
return z

FunktionB (n ) :

r<-7
y<-0
z<-0
while r < n2

while '!J 1r
y<-a+7
z<-z+n

:x<*r+1
return z

(20 Punkte)

FunktionB

(

uq

a) (10 Punkte) Tragen Sie fiir die Codestiicke FunktionA und FunktionB jeweils die
Laufzeit und den Riickgabewert (z) in Abhiingigkeit von n in O-Notation in die
nachfolgende Tabelle ein.

FunktionA
Laufzeit tr AL
Riickgabewert 7 L
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b) (6 Punkte) Beantworten Sie die nachfolgenden FYagen und begriinden Sie ieweils
Ihre Antwort in wenigen Worten!

r Wenn die Worst-Case-Laufzeit eines Algorithmus in O(n2) liegt, ist es dann
moglich, dass seine Laufzeit fiir manche Instanzen in O(n) liegt?

o Wenn die Worst-Case-Laufzeit eines
moglich, dass seine Laufzeit fiir alle

wachsenden. zu reihen,
Relationen ist

log (n15) , n-n3 *7n5, t/nr, n2 (logn)2
)"

1

;.)(;)" (



P€p ZolB -\c^t I
Aufgabe A'2: Graphen (20 Punkte)

a) (12 Punkte) Betrachten Sie den nachfolgenden Graphen G : (V,E).Gehen Sie

alle Knoten a e V durch und tiberlegen Sie jeweils, ob es moglich ist, dass so-

wohl die Breiten- als auch die Tiefensuche (jeweils gemd,B dem Pseudocode aus

den Vorlesungsfolien) mit u als den Graphen in derseiben Reihenfolge
abarbeiten

r Ist das fiir den jeweils betrachteten Knoten u mciglich, dann geben Sie eine
passende Abarbeitungsreihenfolge an.

o Ist das fiir den jeweiis betrachteten Knoten u nicht mriglich, dann soll dies

stattdessen durch Aufteilen der Knoten in zwei Mengen X und Y (X UY :
V, X aY :0) bewiesen werden;

: Fiir die Breitensuche soll gelten, dass immer alle Knoten aus X vor allen
Knoten aus Y beriicksichtigt werden.

r Fiir die Tiefensuche muss es aber immer ein Knotenpaar fr € X und
y e Y geben, sodass y vor r besucht wird. 

***

Knoten Y

A

B

C

D

tr

F

G

Abarbeitungsreihenfolge X

H
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b) (8 Punkte) Gegeben sei der folgende gerichtete Graph:

r Finden Sie fiir diesen Graphen eine topologische Sortierung. (2 Punkte)

o Zeichnen Sie eine zusd,tzliche Kante ein, sodass keine giiltige topologische
Sortierung mehr moglich ist. Begrtinden Sie in einem Satz, warum das so ist.
(3 Punkte)

1

o Wie viele unterschiedliche topologische Sortierungen gibt es fur diesen Gra-
phen? (3 Punkte)

. .r t



Aufgabe A3: Sortieren (10 Punkte)

a) (2 Punkte) Das Array 4: 115,L8,6,2,9, 11] wird mittels Selection-Sort gemd,3 dem
Pseudocode aus den Vorlesungsfolien sortiert. Kreuzen Sie in nachfolgender Liste
jene Arrays an, die nach einer oder mehreren Iterationen der d,uBersten Schleife
entstehen konnen.

J A: [2,6,1g, 15,9, 11]

Z A: [6,15, 78,2,9,11)
E A : [11, 15, 1g,6,2,9]
z A:12,6,9,11, 18, 15]

b) (B Punkte) Im Folgenden seien vier Arrays A,B,C,D mitjeweils n Elementen
gegeben:

o A: aufsteigend sortiert

o B: absteigend sortiert

o C: jedes Element an einer ungeraden Position ist kleiner als iedes Element an
einer geraden Position (2.8. 5,4,6,2,8, 1,7,3)

r D: ausgehend von einem aufsteigend sortierten Array wird jedes Element an
gerader Position mit dem direkt darauffolgenden Element ungerader Position
vertauscht (2.8. 2, L, 4, 3,6, 5, B, 7)

Geben Sie frir jedes Array die Laufzeit von Insertion-Sort (gemzifi dem Pseudocode
aus den Vorlesungsfolien) in O-Notation an:

A

Nehmen Sie an, dass Arrays immer mit 0 beginnend indiziert sind, 0 gilt als gerade.


